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73S ЖУРНАЛ 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЙ И ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
том 27 1954 ВЫП. 2(8) 
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НЕКОТОРЫЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ РАСПАДА МЕЗОНОВ 
НА ТРИ ЧАСТИЦЫ 

М, И. Подzорецtсий и И. Л. Розеttталь. 

Обобщаются пр.оведенные в [1] при некоторых частных предположениях расчеты 
энергетического спектра вторичных частИц, образованных .при распаде мезона на 
три частицы, в системе координат, связанной с пер~ичной частицей. Для реляти­
вистского и I<райне нерелятпвистского случаев вычисляется энергетическое и угло­
вое распределение вторичных частиц в лабораторной системе I<Оординат. Оцени­
ваются -хараiN'еристики распределения углов некомпданарности СJiедов n-мевонов, 
образованных при распаде связанных .. -частиц. 

1. Об энергетическом сnектре частиц, возникающих при распаде 
мезона на три частицы 

В последние годы было обнаружено, что неrюторые мезоны распа­
даются на три частицы. Важной хараr<теристикой распада в этом слу­
чае является спектр импульсов вторичных частиц в системе коорди­

нат, связанной с первичной частицей (Ц-система). В то время как 
при распаде на две ʯʘʩʪʠʮʳ последние в Ц-системе имеют постоян­
ные значения импульсов, определенные величинами масс первичной и 
вторичных частиц (М, f11 f12), при распаде на три частицы импульс 
вторичных частиц может иметь все значения от ну ля до 

(Все величины с чертой относятся к Ц-системе.) 
Для строгого вычислення спеr<тра импульсов необходимо учесть 

характер взаимодействия частиц с полем. Однако до сих пор ни в 
одном случае тип взаимодействия не был установлен. Поэтому пред­
ставляет интерес оценка спектра импульсов при предположении, что 

он не зависит от типа взаимодействия, а определяется исr<лючительно 
статистическими весами конечных состояний. Такой подход оправдал 
.себя при изучении ~-распада и множественного рождения мезонов 
при взаимодействии ʯʘʩʪʠʮ ʚʳʩʦʢʦʡ энергии. Вычисленный таким 
,образом энергетический спектр электронов, образующихся при распа­
де f1-мезонов, также не противоречит опытным данным [2

]. В этом 
приближении для вычисления энергетического спеr{тра вторичных 
·Частиц в общем случае удобно воспользоваться геометрическим при­
,емом [2 ]. Вероятность w-распада в единицу времени с испусканием 

'Частицы с массой 1"-1 и импульсом, заключенным между ji, ji + dji, 
.определяется выражением: 

- 27t 
w d Р = 1t 1 н 12 r м• (1) 

г Де Н = const - матричный элемент, р м-плотность конечных состоя-
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ний, r<ог да nолная энергия Е= М и при условии, что импу лье Р1 
первой частицы равен р. 

Плотность 

р,=р 

здесь V- объем в фазовом пространстве, соответствующий энергии Е 

и импульсу р, 

(2) 

.Q- нормировочный объем в координат:-rом пространстве; v- объем 
в пространстве импульсов, определеиныи зю<онами сохранения 

(За) 

(36) 1 

Объем v является ЭJIJIИпсоидом вращения с осями, равными 

V БА j (А2 - р~) (ось вращения) и V В/ (N- pi), где 

А = Е-V р~ + I:L~, 

Отсюда легко вычисляется объем эллипсоида 

n А '1 
v=5(2 -2)2В'. 

А -р1 
(4) 

Следовательно, 
Q2j?ip 

Р М= 96n4J't0 (5) 

Окончательное выражение получаем, подставляя (5) в (1). 
Если волновые функции вторичных частиц nредставляются плоскими 

волнами, то 1 Н 12 = (g / .0)2 (g·- константа взаимодействия). В этом 
случае 

(б) 

Аналогичное выражение для случая !Lз = О было nолучено ранее в (1]. 

2. ʕʥʝʨʛʝʪʠʯʝʩʢʦʝ и ʫʛʣʦʚʦʝ распределение вторичных частиц 
при ʨʘʩnʘʜʝ ʤʝʟʦʥʦʚ на лету 

Вычислим импульсное. и угловое расnределение частиц, образован­
ных при распаде движущихся мезонов в -предположении, что ско-

.1 

~ 

! 
Г1i 

~ 

рость всех вторичных частиц близr<а (или равна) скорости света как J 
в Ц-системе, так и Lв Л-системе (лабораторная система r<аординат). 

1 Мы всюду полагаем с-:- 1. 
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В этом случае в Ц-системе число N (А) dp1 d cos & вторичных частиц 
с импульсами, заi<люченными между р1 и р1 + d'A,, вылетающих под 
углом I\ некоторой оси, лежащим между & и & + d&, определяется. 
выражением (6) при условии, что все fl'i = О (i = 1, 2, 3) 

N (p1)ip1 d cos &t:XJ (3М2 - 6МА + 2р~) p~ip1 d cos %. (7) 

Известно [2
], что такая форма спектра не противоречит экспери­

ментальным данным о распаде 11-мезонов. Чтобы перейти от Ц-к Л-си­
стеме координат р, &, необходимо вычислить якобиан 

J др д cos s: ip- д cos-.& 
= dp д cos ,(). -д cos .& др 

Используя соотношения 

t & = _!_ р sin .& 
g у pcos.&-V0E (8) 

и 

Р = 1 V(E-p Vo cos .0')2
- (tt2 /12) 

(г де V0 - СI{Орость первичной частицы в Л-системе, 1 = 1 / V 1 - И , 
Е- энергия вторичной частицы в той же системе), можно получить 

l= Р2 (E-pV0 cos.&) 
уЕ(Е--pV0 cos .&)2- ((L2j у2) · 

В крайнем релятивистском случае ("( ::;р 1) 

J ::::; 1 /1 (1 - V0 cos &), 
Р ~ IP (1- Va cos.fJ·). 

(9) 

(Ю) 

Тогда распределение импульсов N 0 (р1 ) dp1 в Л-системе, соответствую­
щее фующии (7), определяется выражением: 

1 

No(Pl) dpl (Х) ~ 
соs&м а Jtc (р) 

. 1 

(Х) dp1 ~ [3М2- 6Мр1(1 - V0 cos &) + 
cos&~taJ<c(P) 

+ 2pi (1 - V0 cos .fJ') 2 ] Pi (I - V0 cos &) sin & d.fJ·. (11) 

Из (10) следует 

1

1 (1 Рмакс) 1 (1 РмаJ<с) > 1 
Q. Vo- - УР1 ' если Vo -УР - ' 

COS v·мaitc= - • 

-1 , если ~0 (1---,р~;кс)<-1. 
11осле интегрирования получаем 

N
0 
(р1) dp

1 
t:XJ р~ {3М2 [х2 - (1- V~)]- 4Mip1 [х

3 - (1- V0)
3

] + 
+ 12Р~ [х4- (1- Уо)4]} dpl, (12) 

x=MJ2p1"( прир1 >М/2(1+Vо)1, 
х= 1 + V0 при р1 <М/2(1 + Vo)l· 
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<Рункция углового распределения 

Рмаi<с(&,) 

N0 (&1) d cos &1 '-' d cos &1 ~ [3М2 - 6Мр1 (1 - Vo cos &1) + 
о 

+ 2р~ (1- vo cos &1)2] р~ (1 - vo cos .Э·l) dpl; (13) 

Рмш = М/ 2у (1 - V0 COS &1). 

Следовательно, 
No (.Э·1) d cos &1 _._, d cos &1 1 (1- V 0 cos &)2• (14) 

Естественно, что расnределения всех трех частиц совпадают. 

3. Нерелятивистский случай 

Рассмотрим теnерь случай V0 < 1, полагая также, что и в Ц-си­
<етеме все частицы нерелятивистские. Наиболее характерным признаком 
распада на три частицы .является, как известно, r<омпланарность сле­

дов вторичных частиц в Ц-системе. Если расnад nроисходит на лету, 
·то в Л-системе компланарность нарушается. Ниже вычисляются свя­
занные с этим эффектом углы неr<омпланарности а, применительно 
I{ случаю распада 't-меэонов. . 

ʈʘʩʩʤʦʪʨʝʥʠʝ сильно облегчается благодаря тому, что при распаде 
"С-мезонов угол а, соответствующий определенной чачице, обуслав­

JIИБается практически только величиной ее импульса р1 и не зависит 
Qт распределения импульсов между двумя остальными частицами. 

Мы докажем это положение nри некотором допущении, I{оторое, 
ощшко, в интересующем нас случае хорошо выполняется: 

[р 1- полные импульсы 'lt-Мезонов]. 

В этом случае, используя (За) и то обстоятельство, что в числителе 
(15) члены порядка более низr<ого, чем Pafj},_, обращаются в нуль, 
можно написать следующую цепь равенств: 

а= ~о(~+{т)[(~+ ~)(~+ %)]~ 
Р1 1 [Р2 Рз] 1 

,....., fL Р ~lP2PзJ + Р1 l(~-Рз) Р ..tJ зfL Р ~ . Р ~ 
.. ,.._, М Р1 1 [Р;Рз] 1 ;;:::;; М Р1 ~ Р1 ' (15) 

где р J..- составляющая импульса, перnендикулярная к nлоскости, 

в которой движутся вторичные частицы в Ц,-системе. Последнее 
соотношение (15) основано на том, что в нашем случае М~ 3 fLi 
М:=::::: 970 те; fL = 280 те. Выражение (15) можно использовать для nри­
мерной оценки некомnланарности nри распаде связанного отрицатель­
ного 't-мезона (см. [8])2• Величина р .l определяется в этом случае 
.х.арактеристиr{ами мезоатомного движения. 

Среднее значение угла некомпланарности 

.,....r .. ~~ 

rt = Р .1 (1 1 Р) 
2 В точном расчете следует принимать во внимание импульс, уносимый ядром. 

Учет этого обстоятельстца ~re изменяет порядка величины некомпланарности. 
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и среднее rшадратичное значение 

Чтобы вычислить среднее значение, мы используем 
аппроr<симацию для функции распределения (6): 

(-)d- 16(MifJ.)'I,[~ М-2]'/,-w р р = . --р dp 
. п~2 fJ. ' 

следующую 

(16) 

г де ~- = 4р. Т; Т= М - 31-'-- суммарная кинетическая энергия вторич­
ных частиц. 

Нормированная функция. (16) для случая распада ,;-мезонов пред­
ставляет распределение, соответствующее (6) с точностью ~ 1% .. 

Распределение импульсов W (Ра) dpa ,;-частиц в водородаnодоб­
ном атоме в основном состоянии имеет следующий вид: 

2 
1J! ( ) d = 32 Ь5 Ра d 
· Ра Ра п (Р~ + ь2)4 Ра' (17) 

где 

ь = MZe 2 ;п. · 

Используя (16), можно написать 

(18) 
где 

(19) 
и дисперсия 

(20) 

Подставляя численные значения, получим для мезоуглерода 

Посi<ольку V D ,...._, -~ то велика вероятность, что а принимает боль­
шие значения. Для сопоставл~ния с эr<спериментальными данными 
интересна несколько иная характеристика распада связанного ,;-мезона: 

распределение U7(a1) углов некомпланарности определенного ~-мезона 
~ при заданном значении его импульса. Важно отметить, что эта характе-
"'. ристиr<а [см. (15)) не зависит от энергетического расnределения 

'lt'-Мезонов. 

В соответствии с (15) и (17) средний угол 

(21) 

В заключение авторы выражают свою приsнательность Е. Л, Фейн­
бергу sa обсуждение вопросов, которые были затронуты в настоящей 
статье. 

Физический институт им. П. Н. Лебедева 
Академии наук СССР 

Поступила в редакцию 
4 ноября 1953 г. 
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Примеrr.ание npa коррептуре. Из недавно опублшшванной работы (4], повиди­
мому, СJiедует, что отрицательные '\"-мезоны, захваченные на мезоатомную оболочку, 
распадаются, а не эахватьшаютсн ядрами. В этой связи становятся особенно а~rту­
альными поиски некомпланарных '\"-распадов. В качестве критерия для идентифшш­
ции таких случаев можно использовать величину полной кинетичесiШЙ энергии 
распада, которая, Ка\( легко видеть, праiпически не меняется. Напротив, кинетиче­
ская энергия каждой отдельной вторичной частицы может сильно измениться. 
Пос.ледпсе обстоятельство следует иметь в виду при поисках сJiучаев раслада оста· 
новившихсJI отрицательных мезонов, распадающнхся по двухчастичной схеме (напри­
мер х-меэонов). 

Литература 
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РЕЛЯТИВИСТСКИ-ИНВАРИАНТНАЯ ФОРМА ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ 

БЕЗ ПРОДОЛЬНЫХ И СКАЛЯРНЫХ ПОЛЕЙ 

Э. М. Липжанов 

Калибровка электромагнитных потенциалов по Гинзбургу nримепена для реляти­
вистсюr-инвариаптного разложенин поля на обобщенные нонеречные и продольные 
части в rслассичесrюй и rсвi!птовой элеJстродинамике. Полученпая формулирошса 
квантовой теории sначителыrо проще швингеровской. 

1. Введение 

В работе [1] произведено релятивистски-инвариантное разложение 
элеr<тромагнитных потенциаJюв на продольные и поперечные части 

в следующем виде1 : 

A1L (х) = av. (х) -(а_!!_· + n[J.п~ _ад ) А' (х) + nv.nv _да А (х), 
х". xv xv 

nлал (х) =О, (дfдхл) ал (х) =О. 
(1) 

Здесь n[.L ~ произвольный единичный временеподобный веr<тор, n~ = - 1, 
А (х) и А' (х) - сr<алярные операторы. через которые выражаются про­
дольные поля, а a[J. (х) -обобщенное поперечное поле. При помощи 
дополнительного условия Лоренца, которое налагается на вектор 
состояния системы W [а] и содержит только операторы А (х) и А' (х), 
уравнение движения для веr<тора состояния в представлении взаимо­

действий приводится к виду 

·rл 1\Ч:[сr] 
tnc 1\cr (х) = 

{ 1 . ( ) ( ) 1 i д .25 (х - х') 1 . ( ) 1 . ( ') d '} п~ [ ] = -с Jv. х av. х - 2 j nv дхv c-n[J.}[J. х с л .х а-. ~ CJ' 

" . 
(2) 

г де а есть плоская пространственпоподобная поверхность, а функция 
fl) (х) обладает следующими свойствами: 

( п~ a:J2 
95 (х) = D (х), 0 2 95 (х) =О, (3) 

д 1 1 
п~ -д 95 (х) = , 2 lf 

xv q~ (xv.) • 

при х~ >О. Здесь D (х) - инвариантпая фотонная перестановочная 
функция2 ; при помощи функции 95 (х) выражаются перестановочные 
соотношения для операторов А (х), А' (х) и av. (х). В частности, для 
r<омпонент nоля a[J. (х) имеют место следующие соотношения комму~ 
тации: 

1 По дважды повторяющимся значкам производится суммирование: по гречесiшм 
1, 2, 3, 4; по римским 1, 2, 3, за исключением особо оговоренного случая. 

2 См., например, [1 • 2]. 
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[а(./. (х), av (х')] = i nc 8(./.V D (х- х')-

-incC~IJ. д~v +(n!J.д~v +nva~Jn"a~)~(x-x'). (4) 

Основное уравнение (2) для ветпора состояния системы содержит 
только фотонную часть поля a!J. (х) и член, представляющий собой 
обобщенную кулоновсr<ую энергию взаимодействия электронов. Таким 
образом результат (2) является физичесrш ясным, но само разложение 
(1) и все рассмотрение чрезмерно громоздки и сложны. 

В данной работе показано, что отмеченные результаты работы [1] 

естественным образом получаются в несравненно более простой схеме 
электродинамит<и, исnользующей вместо условия Лоренца r<алибровr<у 
электромагнитных потенцf!алов по Гинзбургу [3

]. При этом сохраняется 
тесное соответствие квантовой и r<лассической теорий. 

2. Классическая теория 

В классичесi<ой теории электромагнитные потенциалы AIJ. (х) подчи"­
няются уравнениям 

D 2AIJ. (х)- дд- д~v (х) =- .J:... JIJ. (х). (5) 
.XIJ. .xv с 

Обычно nринято калибровать потенциалы AIJ. (х) по Лоренцу 

дА1-1 (x)jдx!J. =О, (6) 

после чего получается привычная симметричная форма уравнений 
движения для ЭJrектромагнитных потенциалов: 

0 2AIJ.(x) =- (1/c)j!J. (х). (7) 

Однако, как известно, эта симметрия не соответствует физичесr<ой 
природе электромагнитного поля и в действительности нарупrается 
дополнительным условием (6), I<оторое содержит только продоль­
ные и скалярные составляющие AIJ. (х). Уиазанное несоответствие 
становится особенно ощутимым в r<вантовой элеr<тродюrамит<е, в I<ото­
рой возюшюот специфические трудности, связанные с исr<лючением 
дополнительного условия [2]. В связи с этим представляет интерес 
нахождение таr<ой формулировки классической электродинамики. 
в которой физичесr<ое различие между поперечными и продольными 
полями, точнее, между фотонным полем и обобщенным r<улоновым 
nолем зарядов 3 содержалось бы явно ·уже в самих уравнениях дви­
жения для потенциалов. 

В работе [3] эта цель . частично достигается благодаря выбору 
вместо (6) следующей: н:алибровrш для ыrектромагнитных nотенциало.в 

дАt (х)jдх1 =О. (8) 

У еловне (8) является существенно не релятивистским, а в этом 
случае и сформулированная задача оказывается не вполне определен­
ной. Релятивистское обобщение калибровrш (8) можем написать, 
вводя в рассмотрение произвольный единичный временеподобный 
веr{тор n!J., в виде 

дAIJ.(x) · ( д ) 
д.х"" + · nv д.хv npAp (х) = О. (9) 

8 Отличие :между nоперечными и продольными nолями может ОI(аэаться только 
относительным. Таrшм является, например; различие между магнитным nолем Био--. 
Савара и кулоиовым элеJ(Трическим полем заряда. 
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Условие (9) не затрагивает временеnодобной составляющей Av. (х),. 
оставляя ее свободной. В соответствии с этим разложим nотенциал 
А11 (х) на nространственноподобную и временеподобную части 

А11 (х) = av. (х) + n1~rp (х), (10} 

г де a(J. (х) есть nространственноnодобная часть потенциала и удовлет­
воряет условию 

n(J.a(J.(x) =О, (11} 

а <f (х) - скалярная фунrщия. Доnолнителыюе условие (9) тогда заnи­
шется в виде 

даv. (x)fдx(l. =О. (12} 

Для того чтобы найти уравнения движения для nотенциалов av. (х) 
и <f (х), nодставим разложение (10) в уравнения (5). При помощи (12} 
находим 

0 2 a(l. (х) + nv. 0 2 <f (х)- д~(!. (nv д~J ер (х) =-~ )(1. (х). (13} 

Умножая обе стороны (13) СI<алярно на nfl., получаем уравнение дви­
жения для СI<алярноrо потенциала 

( 
д )2 1 0 2 <f (х) + nv дхv <f (х) = с nv)v (х). (14}· 

Умножая затем обе стороны (14) на вектор nll< и вычитая из (13),. 
находим уравнение для векторного потенциала 4 

0 2
av. (х) - [a~S-t (п. д~v) + n(l. ( nv д~v л <f (х) = 

= - _!_ [jJJ. (х") + nv.nv}v (х)]. 
с 

(15)· 

Решение уравнения (14) находим nри nомощи инвариантной фунrщии. 
t/5 (х) в виде 

q; (х) =.!.. ~ nv д д 2J (х- x')j(l. (х') da~, (16} 
с Cl xv 

где интегрирование ведется по nлоской пространственноподобной: 
поверхности а, проходящей через точку х. Решение (16) можно про­
верить непосредственной его nодстановкой в (14) nри nомощи соотноше­
ний (3) и при учете того, что nроизводная от фунrщии D (х) обла,;. 
дает свойствами 3-фунrщии: Дирака при интегрировании no nростран­
ственноnодобной nоверхности [1] 5• При nомощи (16) уравнение (15} 
nриводится к виду 

. . д ( д ) 1 
0 2a(l. (х) = дXIL nv д,хV <ji (Х)- С j(J. (Х)- nv.02tp (х), (17} 

Таr<им образом скалярный nотенциал nоля <р (х), согласно (16},. 
является фующией только координат частиц, создающих nоле, и опи­
сывает увлеr<аемое частицами обобщенное кулоново nоле. Динамиче­
сr<ой величиной поля является только веr<торный nотенциал av. (х) -
обобщенное поперечное поле. Оно создается, согласно (17), как тоr<ом 

.4 Уравнения (14) и (15) являются релятивистскими обобщениями уравнений (15)· 
и (16) работы [В]. · 

5 При этом также исrюльаовано то обстоятельство, что веr<тор dav nараллелен 

вектору nv. 
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проводимости, соответствующим движению зарядов, таr< и током 

смещения, соответствующим движению увлеr<аемого зарядами поля 

!f (.х). Это под~верждается' также уравнением дJIЯ поперечной части 

тензора поля F'.J."• которое устанавливаем при помощи (17) и (12) 6
, 

ддF~" =-д~ (п" д~ ) ер (.х) + + j!J. (.х) +n!J.02ep (.х). 
.х" .x!L х" 

(18) 

4-тензор энергии- импуJrьса электромагнитного поля дается выра­

жением 

(19) 

т де 7;~.- энергия поперечного поля a!J. (х), т:.- энергия поля !f (.х), 
7;~:- смешанный член. Ковариаптное выражение для энергии электро­
магнитного поля напишется в виде 

W =- ~ nxTx"da" = wa + Wtp, (20) 

" 
т де wa и W'P- энергии полей a!J. и ер, а интеграл от смешанного 
члена из (19) обратился в нуль вследствие (11) и (12). Для энергии 
обобщенного Rулонового взаимодействия зарядов находим интегри­
рованием по частям при помощи (19), (20) и (16), (14), (3): 

Wtp =-; ~ !f(x) n" ((пр д~ У+ о2]ер (х) da" =-} ~ ; n"j" (х) ер (х) n"darJ.. (21) 
" р " 

Учитывая, что векторы n" и da" параллельны друг другу, приводим 
nоследнее выражение I< виду 

WФ= 
2

1 
\ !f (х) ~ jrJ. (х) dar1.= 
~ с 

" 
= 2~ 2 ~ ~ n" д~" .:V (х- x')j!L (.x')jo (х) da~ dap. 

"" 
(22) 

Таким образом W'~' есть энергия <<неполевого>> взаимодействия 
зарядов, зависящего толы<о от движения частиц. Для энергии обоб­
щенного поперечного поля находим интегрированием по частям при 

учете условий (11) и (12) 

(23) 

3. Квантовая теория 
В обычной формулировке квантовой электродинамики [2], которая 

исходит из симметричной формы уравнений движения для элеюра­
магнитных потенциалов (7), квантованию nодвергаются сначала все со­
ставляющие 4-nотенциала А1,1. (х) без учета доnолнительного условия. 
Специальное рассмотрение необходимо затем для исюпочения nри по­
мощи дополнительного условия продольных и скалярных полей, ко~ 
торые остаются в конечном итоге не r<ван·гованными. Соответствую-

8 Физический смысл отдельных членов становится особенно ясным при выборе 
.специальной системы !(ООрдипат n!L = (O,O,O,i), который соответствует переходу от 

.сверхмиоrовременпоrо формалиама !( обычному. 

' 
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щая релятивистсr<и-инвариантная процедура исr<лючения продо.пыrых 

лолей разработана в [1]. Одна т< о тот факт, что продольные поля ока­
зываются в конечном итоге не кванто ванными, наводит на мысль о том, 

что исн:лючение продольных полей может быть выполнено до кванто­
вания уже в r<лассичесr<ой теории, что значительно упростило бы 
ластроение I<вантовой теории. Это действительно и сдеJrано в 
nолученной в предыдущем разделе реJrятивистски-инвариантной 
формулировке r<лассической элеr<тродинамики, r<оторая использует r<а­
либровку потенциалов согJrасно (9}. 

Квантование в полученной теории легко выполнить на основании 
·следующих двух требований [4] 7 : 1) релятивистская шrвариантность 
r<Вантования, 2) <п<анонические>> перестановочные соотношения между не­
зависимыми r<омпонентами 4-потенциала. 

При этом r<вантуются, естественно, только динамические величины 
nоля aJJ. (х). 

Разложим 4-потенциал обобщенного поперечного поля afl. (х) в ин­
теграл Фурье 

а1" (х) = (21t)-'l• ~ ,~ { afl. (!г) ехр [ika х(.(] + а1: (k) ехр [- ik(.( Xal}, {24) 
r 2 k0 

где 

k0 = (k~) 'l•, d3k = dk 1 dk2 dkз. 

Дополнительные условия (11) и (12) 'В k-пространстве запишутся 
в виде 

(25) 

Требование релятивистской инвариантности квантования приводит 
I{ выводу 

(26) 

г де B,1k (k, k 1
) является тензором. Выбираем теперь r<Оординатную си­

стему так, чтобы было 
nfl. = (0, О, О, i); k, = (k, О, О, ik). (27) 

В этой системе координат условия (25) приобретают следующий 
вид: 

(28) 

Подчиним независимые компоненты поля а2 , а3 <<каноничесrшм>> 

перестановочным соотношениям. Этим, в связи с (28), мы однозначно 
определяем тензор В ,11 (k, k1

) в выбранной системе координат: 

Вн= В44= Вг1 = Вг4 =О, Вгs = ko8rs 8 (k -- k 1
), (29) 

где в данном случае r, s принимают значения только 2,3. 
Общее выражение для перестановочного тензора устанавливаем на 

основании требования однозначности в виде 

1 1 f k~ kfl. nfl.k~ + n~kfl. } 
в.fl. (k, k) = ko8 (k- k ) t в.IJ.- (1laka)2-. (naka) .. (30) 

Таким образом мы получаем релятивистски-инвариантную форму­
лировку квантовой электродинамит<И с операторным дополнительным 

условием и без фиктивных фотонов. 

7 В (4) подобным методом производится Iшантование векторного мевонного 
nоля. 
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Исходя из перестановочных соотношений (30), нетрудн:о проверить, 
пользуясь разложением Фурье для фотонной перестановочной функции 
D (х) и следующим очевидным соотношением между компонентами 
Фурье для фующий ·.55 (х) и D (х) 

25(k)=D(k)f(n(f.ka)2
, (31) 

что перестановочные соотношения для операторов ai-L (х) имеют вид 

[ai-L (х), av (х')] = inc aj.LV D (х- х')-

(32) 

Эти соотношения точно совпадают с соотношениями коммутации ( 4} · 
для r<омпонент обобщенного поперечного поля в теории Швингера. 

Для получения ковариантной формулировки изложенной теории­
в представлении взаимодействия будем исходить из представления 
Гейзенберга для квантованных электронного и ЭJrектромагнитного по­
лей. В этом представлении вектор состояния Ф системы является по­
стоянным, а оnераторы полей подчиняются r<лассическим уравнениям 
движения: Электронные операторы- уравнениям Дирака, фотонные 
оnераторы- уравнениям (17), (11) и (12). Переход I< представлению 
взаимодействия достигается посредством r<анонического преобразова-
ни я 

'F[а]=И[а]Ф, (33) 

г де 'F [а] есть вектор состояния системы в представлении взаимодей­
ствия, а унитарный оператор И [а] подчинен уравнению 8 

inc:~(~~, {-+j.(x)a.(x)-~ ~nv}v(x)cp(x)}U[a]. (34) 

Здесь скалярный nотенциал ер (х) дается выражением (16). 
Действительно, можно проверить при помощи формулы для пре­

образования производных от динамических величин от представления 
Гейзенберга · I{ представлению взаимодействия, приведеиной в рабо­
те (1], что операторы элеюрониого и фотонного полей в представле­
нии взаимодействия удовлетворяют уравнениям движения для свобод­
ных полей, !{ai< и должно быть. Уравнение движения для векто­
ра состояния W [а] системы элеi<Троююго и фотонного полей в пред­
ставлении взаимодействия находим из (33), (34) и (16) в виде: 

·~ 8\f' [О'] { 1 . ( ) " ( ) 
lnC i>a (х) = -с }v Х av Х -

-
2

1 ~nv д.55bx-x')J....n,L}IL(.x)i.Iл(x')da~}1J!'[a], 
х. с с 

(35) 
а 

что· совnадает с основным уравнением (2) для вектора состояния 
W [а] работы [1). Таким образом получены все существенные резуль­
таты работы Швингера, r<асающиеся r<овариантноrо ИСI{Лiочения про­
дольных полей, более простым и последовательным методом. Отметим 
следующие его достоинства. Разложение (10), в отличие от (1), является 
простым и физически ясным; имеется тесное соответствие ь:лассиче­
ской и квантовой теорий; отсутствует надобность в громоздr<ой про­
цедуре исключения продольных. полей в кванто,вой теории. 

8 Первый член в фигурвой скобке справа в (34) есть плотнос:rь энергии вэаимо~ 
действия электронного поля с фотонным, а второй член представляет собой, соглас-
но (21), плотность энергии кулоновского взаимодействия электронов. · 
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В заключение рассмотрим вопрос о градиентной инвариантности 
изложенной теории. Нетрудно JЗидеть, что фотонная часть 4-потенци­
.ала поля af.l,(x) определяется уравнениями (17), (11) и (12) однозначно. 
Действительно, положив 

1 

af.l, (х)= af.l, (х) + (дР(х) / дxf.l,), 
находим из уравнений (11) и (12) следующую систему уравнений для 
функции F(x): 

I{оторая имеет только нулевое решение 9• Этого и можно было ожи­
дать, так как 4-потенциал af.l, (х) обJшдает непосредственным физиче­
ским смыслом фотонной волновой функции 10 • 

С другой стороны, временеподобная часть 4-потенциала поля 
nf.l.<p (х) определяется только с точностыо до градиентного преобразо­
вания: 

ntJ. <р (х) -> nf.l, rp (х) + (дР (х) / дxf.l,), 
r де функция F (х) может изменяться во временеподобном направле­
нии 11• Этого также можно было ожидать, так как скалярный потен­
циал поля <р (х) :непосредственного физического смысла не имеет. 

НовоэыбковсiШЙ государственный 
педагогичесrшй институт 

Литература 

Поступила в редакцию 
10 01пября 1953 r. 

[1] J. Scl1wlпger. Phys. Rev., 74, 1439,1948.-[2] Г. Вентцель. Введение 

n квантовую теорию волновых полей, ГТТИ, 1947. А. С о к о л о в, Д. И в а н е н к о. 

Квантовая теория поля, ГТТИ, 1952.- [3] В. JI. Г и н 3 бур г. ЖЭТФ, 9, 981, 1948,-. 
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0 В этом проще всего убедитьсн, выбрав специальную систему I>оординат n1~ = 
= (0, о, о, i). 

10 4-потенциал полн atJ. (х) обладает свойствами, аналогичными свойствам потен­

циалов полн в мезонной теории (ер. [4]). 
11 Иэ (14) сJiедует, что функция F (х) должна удовлетворять уравнению 

( 
д )2 . 

0 2F (х) + n~ дхv F (х) =О, 

которое имеет решением функцию, иэменяющуюся только во временеподобном на· 
nравлени и. 
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КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ЭЛЕКТРОНОВ 
В МЕТАЛЛАХ В СИЛЬНЫХ ПОЛЯХ 

В. П. ШабагtСl(ай 

Подучена пригодпаи при шобых ПОJШХ прибдиженная система кинетичесiшх 
уравнений ддя электронов в металде путем раэдожепия интеграла стодюювений по 
мадому параметру l:!.p 1 р, где l:!.p- изменение по абсошотной ведичине импульса 
ЭJiеi<Трона р при столкновении с решеткой. 

В электронной теории металлов обычно электрическое поле счи­
тается слабым, что отве.чает области применимости закона Ома. 
В соответствии с этим используются приближенные кинетические 
уравнения, справедливые лишь в случае слабых полей. Поэтому при 
решении задачи об элеi{тропроводности в сильных полях мы встре­
чаемся с необходимостыо получить практически удобные кинетиче­
ские уравнения для ЭJiектронов в металле, справедливые при любых 
полях. Этот вопрос и освещен ниже. · 

Изменение функции распределения в пространстве волновых чисел 
k под действием оператора столкновения ЭJJектронов с фононами: 
таково: 

(а- Ь) f = ~ v~,f (k)[ 1 - f(k')] о (dk')­

- ~ v~'J(k') [1- f(k)] о (dk'), (1): 

г де v~, - вероятность перехода электрона из состояния k в состоя­
ние k', О- вес состояния; интегрирование ведется по всему про­
странству волновых чисел. 

Если V~' зависит только от k, k' и угла .Э· между k и k'; тоt 
перейдя к системе координат с полярной осью, направленной по k~ 
запишем 

со 

(а- Ь) f = ~ ~ V(k, k', .Э') f (k)[l -! (k')] О k' 2dk' dФ -
о "' 

00 

- ~ ~ V (k', k, .&) f (k')[l - j (k)] О k' 2dk' dш. 
о"' 

Интегрирование· ведется по всем возможным k' и по телесному 
углу вокруг фиксированного k. 

Введем переменную k' = k + D..k и вновь определим вероятность. 
перехода следующим образом: 

v (k, k'' .Э') = v (k, k + D..k, i!') = 0~2 \17 (k, D..k, i!'), 

у (k'' k, .Э) = v (k'' k' - D..k, .Э') = 0~2 w (k'' - D..k, .&), 
(2) 
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r де W (k, 6.k, &) есть вероятность рассеяния на угол & с изменением 
абсолютной веJiичины воJiнового вектора на 6.k. Выражение (1) nри­
нимает вид: 

со 

(а- Ь) f = ~ ~f (k) [1 - f (k')] W (k, 6.k, &) d!:lkdФ-
~lt(!) 

<XJ 

- ~ ~j(k') [1- j(k)] W(k', - Ak, &) d!:lkdro ~. 
-lto:> 

Очевидно, что 
<XJ 

~ ~ W (/г, 6./г, &) du) d Ak = 1. 
-ft"' 

ДJiя nроцессов, в I<оторых W мaJia nри Ak d" k, т. е. для медленных 
процессов в отношении передачи энергии, npeдeJI интегрирования. 

- k можно заменить на - оо, Тогда оператор столJ{новений можно. 
преобразовать I< выражению 

+оо 

(a-b)f= ~ ~f(k)[1-j(k')] W(k, Ak, &)d!:lkd<u-

QQ 

- ~ ~~ (k") [1-f(k)] W (k- Ak, !lk, .fJ') k~: dMldro, (3)· 
-оао:> 

r де k' = k + !:lk, k" = k- 6.k, причем k' 1 k' = k" 1 k". РазJiожим под­
интегральное выражение (3) в ряд по Ak: · 

f(k') ·- [! + Ь..k д! + Мг2 02
.f .J ·- dk dk2 l<=k'(l-Aiфt')' 

f (k") \\7 (k", Ak, .Э·) k" 2 = 

= [fWk2
- Ak _Е_ (fWk2) + ы12 д

2 

(fW/г2)] • 
дk 2 dk2 

· lc=k"(l+AI</It") 
(4) 

Очевидно, что разложение ведется в одной и той же точке по 
лротиволоJюжно направленным приращениям. Уравнение (3), в Iсото­
рое следует nодставить (4), является исходным. 

Ищем решение в виде · 

f=fu(k)+ ~ f1 (k). (5) 

Беря в (4) в качестве f функцию fo и подставJiяя в (3), видим, что . 
для первого члена разложения (4) выражение (3) обращается в нуль~ 
второй и третий члены дадут 

( ) А д/о д2.fо 
а- Ь fo= 1/o(ik- A2fo dk2-

(1 + ) 1 . д 2А 1 д2 2А 
- - JO fi2 дk (k 1/о)- (1- fo) fi2 дkz (k зfо), 

(6} 

где обозначено 

А1 (k) =- "6.-.k = - ~ t..k W d!:lk d(J), 

м2 \ f:::.k2 
А2 (k)= 2-. = J 2 w dЬ. kdФ. 

(7) 
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Выражение (6) можно nреобразовать к виду 

(а- b)fo = ; 0~ (k2Sп), (8) 

а: де 

(9) 

Подставим теперь fo + (k / k) f1 в (3) и пренебрежем членами, в ко­
·торые входит произведение вею~чин !1· 

При высоких температурах можно также пренебречь изменением 
импульса по абсолютной величине в смешанных членах вида j 0j 11 

для этого достаточно ограничиться для них первыми членами разло­

.ложения ( 4). Обозначая вероятность рассеяния на угол -& через 
()() 

Р (k, .&) = ~ W (k, D.k, &) dЬ..k, nолучим при высоких темnературах 
-со ' 

:т;:р е (8- дебаевекая температура): 

(а- b)(fo+ ~ fl)=~(-~-f1 - 1~ fl)P(k, &)dm= 
(о) 

k (' k v = k f1 ~ Р (k, .0') (1 - cos .0') dю = Т f1 -1 , (10) 
(о)' 

т де v- скорость, а l- длина свободного nробега электрона. 
Длина свободного пробега вычисляется в теории металлов в явном 

виде и в случае Т> е имеет темnературную зависимость вида 
.l и 1/ Т. В nромежуточном случае (Т,.__" 8) универсалыюга для всех 
металл()в выражения для времени релаксации не существует. Но nри 
.очень низких темnературах (Т~ 8) действие оператора (10) с учетом 

k v 
.nередачи энергии 1 снова может быть сведено к виду Т f 1 -l , г де 

1 
.Уже l и Т5 • 

При низких температурах следует таюке учесть столкновения 
·С нерегулярностями ·в решетке, обесnечивающие появJrение остаточ­
.ного сопротuвления. Действие оnератора, отвечающего таким столк-

k k 'V 
·новениям, на функцию fo + 7i f11 приводит к выражению 7г f1 т;, г де 

.l0 - длина свободного nробега, не зависящая от температуры и энер­
,гии. При этом ЧJiена, nодобного (8), не б у дет, так как nри этих столк­
.новениях энергия электронов не меняется. 

Таким образом I{инетическое уравнение заnишется в виде: 

[ дf] 1 д ( 2 k v 
дt nоле+ 7i2 7fk k S,J + тfl Т= О, (11) 

где 

~~~Jполе= ~ +vvJ+ ~-(Е ++[vНJ)vk/, 1 1 1 1 дs 
т= т+ То· v=пak· 

Учтем, что 

1 В этом случае неJJЬЗЯ пренебрегать изменением абсолютной величины импульса 
'В смешанных членах / 0/ 1, так Iиш учет лишь упругого рассеяния не обеспечивает 
ri\Онечности длины свободного пробега. 
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а также 

Тогда, интегрируя (11) последовательно по dw и по k dll>, получим 

дfto + ~ clivf1 + З;k2 д~ (k2Ef1) + ~2 д~г [k 2Sit] =О, 
дf1 . еЕ дfо е v 
дt + vvfo +т дk + mc [Нf1] +т fl =о, 

" ИJIИ В пространстве ИМПУЛЬСОВ р = nk 

дfо + V d f е д ( 2Ef ) 1 д ( 2S) дГ 3 iv 1 + Зр2 др р 1 + 7 др р = О, 

~~ + vvfo +еЕ й[; + 1~с [Нf1J + l f1 =О, 

S = 1iS& =- (1- fo) [A1Jo + -;2 ~ (p2A2fo)]- A2fu %0 
, 

А1 = - ~ D..p W (р, др, &) dдр dю, 
r др2 

А2 = j 2 W (р, др, &) dдр do>. 

{12) 

(13) 

') 

(14) 

Уравнения (12) справедливы в двух крайних случаях: при темпе­
ратурах Т> е и Т-< е, где 8- дебаевекая температура. Если 
f 0 < 1, то выражение (13) для S переходит в соответствующее выра­
жение для радиальной составляющей тока в nространстве импульсов 
в случае больцмановской статистики [1 ] 2• 

Для I{ОЮ{ретного nрименения уравнений (12) необходимо явно вы­
числить величины {14) из рассмотрения механизма столкновений. 

Импульс электрона при испусl{ании или поглощении фонона ме­
няется незначительно по абсолютной величине (но не по направле­
нию), так как импульс фонона hш / Vs ~ р, а скорость звука Vs < v. 

. ~ 

Из закона сохранения имnульса следует hю / Vs = 2р sin 2 , так что от но-
" др m1i(J) h(J) 

сительвое изменение абсолютнон величины импульса ----- - 2-,....., -· ~ 
р р е; 

~ 10-2, и разложение ( 4) оправдано. Отсюда изменение импульса равно 
др1, 2 = + 2mvs sin ·: соответственно при испускании и логлощении 
фонона под углом &. Общая вероятность рассеяния электрона с 
импульсом р на угол & с изменением импуJrьса на 6..р может быть 
заnисана в виде [1] 

W(p, др, ~')=Р1(р, &)о(~р+др1)+Р2(р, &)3(др-др2), (15) 

{16) 

т де nервы;й и второй члены в (15)- вероятности рассеяния элеюрана 
на угол .Э· с изменением импульса на ~р соответственно при испу-

2 Вообще, как легко проверить, для любой статистхши [в (1) вместо 1- f 
надо подставить 1- yf, где у= 1 для статистики Ферми- Дирака, у= -1 для 
статистики Боае и у= О длн статистихш Больцмана] выражение S тшшво: 

2 ЖЭТФ, М 2(8) 

;:д 
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скании и потлощении фонона, а Р(р, &) в (16)- вероятность рассея­
ния на угол f}. 

Подставляя (15) в (14), получим 

(17) 

Для вычисления А1 следует определить !lры из законов сохране­
ния в следующем приближении, ибо при усреднении по углам член 
порядr{а mvs исчезает. В этом случае необходимо было бы учитывать 
разницу в импульсах испущенного и поглощеш-rого фонанов [2

], т. е. 
их рассеяние, так как этот прqцесс также порядка (mvs) 2• Проще. 
однако, найти величину А1 из условия S (/00 ) ::::=О, где fou- фунrщия 
распредеJJения Ферми- Дирака, f 00= [ехр {(s- 11) / kT} + 1]-1• Получаем 

2 

А = mvs. (_Е_!!!_- А) 
1 l , kT dp · ' 

РадиаJJЬный ток записывается в виде 

• 

А= 3 _ d1nt 
tllп р 

(18) 

(1 9} 

Он отличается от соответствуrощего выражения в [1] первым чле­
ном, учитывающим принцип запрета. 

Отметим, что уравнения (12) с S из (19) получены при неявном 
предположении о том, что температура решетки Т задана. Это озна­
чает, что вся энергия, переданная элеi<тронами решеТJ{е, успевает 

транслироваться последней в О!{ружающую проводник среду. Только 
в этом случае / 1 ~"fo при любых больших полях. 

В заключение приношу глубокую благодарность проф. В. Л. Гинз­
бургу за предоставление темы и обсуждение результатов. 

Физический институт им. П. Н. Лебедева 
Академии наук СССР 

Литература 
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ОБ ОТКЛОНЕНИЯХ ОТ ЗАКОНА ОМА В МЕТАЛЛАХ 

В. П. Шабтtскай 

Рассмотрен вопрос об отююнениях от заi\она Ома в металлах при больших 
плотностих 'l'OI<a. Покаэана ошибочность существующих оценок силы тока, при I<оторой 
наступают Э'!'И отклонения. На основе rсинетических уравнений, рассмотренных 
в предыдущей работе и справедJIИвых для любых полей, покаэано, что отiиюнения 
от закона Ома обуслонJiены, в первую очередь, эамсдJiенпой передачей энергии 
при столкновениях электронов с решеткой. При достаточно низ1шх температурах 
сопротивление доJшшо проходить (при заданном токе) череэ минимум. 

Современная теория металлов, базирующаяся на модели газа 
невзаимодействующих ЭJiеi<тронов, успешно объясняет ряд свойств 
металлов. Важнейшими достижениями теории являются нахождение 
температурпой зависимости и оценка порядка величины кинетичес1шх 
коэффициентов, в частности, электропроводности. Но наряду с этим 
теория, базирующаяся на модели электронного газа, совершенно не 
может объяснить некоторые фундаментальные свойства металлов. К их 
числу, в первую очередь, следует отнести явление сверхпроводимости, 

Остается таr<же непонятным возрастание сопротивления у не}{оторых 
нес верхпроводящих металлов при низких температурах [1- 7]. 

Вместе с тем существует еще одна область явлений, до сих пор 
не изученная, которан может служить для проверки теории. Это 
исследование нелинейных эффектов в металлах и прежде всего изучение 
проводимости при больших плотностях тока. За последнее время 
появились две экспериментальные работы, посвященные проверке 
закона Ома для металлов l8• 9]. В первой из них наблюдалось сильное 
отклонение от закона Ома для платины и вольфрама при плотностя~ 
тока,......., 106 А/см2 • При этом для других металлов :каких-либо отклонений 
не наблюдалось. Во второй работе для тех .же металлов и меди, 
напротив, отклонений с точностыо до 10% не обнаружено вплоть до 
токов,.._.. 1 + 1 О· 106 А/см2 • Вместе с тем в случае висмута ваблюдались 
отклонения от закона Ома уже при тоrшх 5 -: 1 О· 105 А/ см2 • .. 

Настонщая работа посвящена в основном выяснению вопроса об 
отклонениях от закона Ома на основе существующей электронной 
теории металлов. 

В разделе 1 вычисляется поправка к закону Ома путем учета более 
вьrсоi<их порядков разложения решения }{Инетического уравнения по 
малому параметру Е (:внешнее поле) и показывается, что ОТI{Jюне:ни~ 
от закона Ома следует ожидать при гораздо больших шrотностях 
тока, чем дает оценка [10 • п]. В разделах 2-5 решаются для СJrучая 
элеi<Тропроводности ура~нения, полученные в работе [12

], учитывающие 
факт замедленной передачи энергии при столкновении электронов. 
с решеткой (эти уравнения справедливы для любых полей). Это позво­
ляет учесть те эффеr<Ты, которые в теории металлов ранее игнориро7 
вались. 

Из решения вйдно, что отклонения от закона Ома связаны 
преимущественно с замедленной передачей энергии и при высоки* 
температурах наступают раньше, чем это дает оцею{а, проиэведенна~ 

в разделе 1. · 
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При очень низких температурах ОI{азывается, что рассматриваемый 
механизм играет настолько значительную роль, что приводит при 

заданных токе и изменении температуры к существованию минимума 

сопротивления, с даJiьнейшим ростом сопротивления до бесконечности 
при стремлении температуры к нулю. Не исключена возможность, 
что наблюдающееся на опыте повышение сопротивления при сверх­
низких температурах имеет именно такую природу. 

1. Разложение по полю 

Кинетическое уравнение для электроно.в в проводнике имеет вид 

[дj / дf]nоле = -[д!/ дt]ст' (1) 

г де слева стоят члены, учитывающие изменение функции распределения 
за счет внешних полей, а справа- за счет столкновений элеi{тропов 
с решеткой. Решение уравнения (1) в теории проводимости ищут 
в виде f =!о +/1 , /1 <. fo, г де / 1 - отюrонение от равновесного распре­
деления fo· 

Закон Ома есть следствие пренебреж~ния членами порядка / 1 

в JJевой части уравнения. В простейшем случае, когда отсутствуют 
внешнее магнитное поле и градиент температуры и существует время 

релаксации о;, уравнение принимает вид: 

еЕ дfо = _ f- fo = _ !!_f (2) 
дрх 't' 1 1• 

где Е- напряженность электрического поля, v- скорость, l- длина 
свободного пробега. 

Плотность тока 

(3) 

Здесь N = dГ / dв- плотность состояний на интервал энергии dв, 
а индекс О означает, что . соответствующее выражение берется при 
значении энергии, равной граничной энергии Ферми. 

Для свободного электронного газа число электроr-юв':п=2(4/з"'РI0/(27е1i)3 , 
( vN)o = 3/2 n / mv0, и ток может быть записан в виде 

(4) 

Как утверждается в работах (1°] и [11], закон Ома справедлив, 
пока Л мало по сравнению с fo· В этом случае, учитывая (2) и то, 
что дfо / дв заметно отлична от ну ля только в области спада фермиев­
екого распределения ширины kT, г де дf0 J дв......., fo / kT, получаем в ка­
честве условия справедливости закона Ома неравенство 

eEl/ kT<_ 1, 

что соответствует согласно (3) току 

1 <1!;;: е ( vN)0 kT......, 109 А/см2 • 

(5) 

Подобная оценка, однако, ошибочна. В самом деле, линеаризация 
уравнения (1) есть учет только первого члена разложения по малому 
параметру Е. Учтем члены более высокого порядка, т. е. подставим 
Б уравнение (2) функцию f в виде f =!о+ rrЛ + 1!'2/2 +.' '' где 
tJ. = Е/ Ео- безразмерный малый параметр, а fo - фермиевекое распре­
деление. Тогда, приравнивая члены при одинаковых степенях, получим 
цепочку уравнений: 



1 

Об оnшонениях от закона Ома в металлах 

еЕ д/1, + 11'+1 =0 k о 1 о д]J '1' ' = ' ' 2, ... 
х 

Обрывая ее на третьем уравнении и вычисляя ток по формуле 

l =е~ Vx('r/1 +Р·3/3 ) dГ, 
можно получить выражение для проводимости: 

1 [ ( kT )2 · (еЕ/)2] а = Е = cr0 1 + а То + Ь ~ , 
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(6) 

( 7) 

г де cr0 - проводимость при маJIЫХ полях, а а и Ь- коэффициенты 
порядка 1 ~ 10. 

Второй член в (7) учитывает поправку на неполное вырождение 
фермиевекого распределения и приведен здесь для сравнения. Из 
{7) видно, что в рамках проводимого расчета закон Ома справедлив 
при гораздо больших полях, чем это следует из условия (5), а именно, 
пока справедливо неравенство 

еЕ! 1 е:0 <{::" 1. (8) 

Если под fo понимать функцию распределения Больцмана; то в фор­
мально вычисленном выражении (7) получается попра·вка вида (eEl / kT)2 

вместо (eEl 1 в0 ) 2 , т. е. отклонения от закона Ома действительно должны 
произойти при тех же полях, при которых нарушается условие 
'r/1 <fo (в предположении, что дfо /де,...._, / 0 1 kT). 

Могло бы казаться, что в статистике Ферми- Дира1ш осуществляется 
тот случай, ко г да для правильной оценки справедливости линейного 
закона следует сравнивать не учтенные члены (~L/1 4:./0), а учтенный 
и отброшенный члены (~LЛ <{::" !J-8/ 3). Но, как видно из (6), при той же 
оценке производной (д/0 1 де~ / 0 / kT) последнее требование опять 
сводится к неравенству eEt 1 kT <Jf; 1 и противоречит результату (7). 

Ошибочность условия (5) связана в действительности с неправильной 
оценкой производной д/0 1 де, входящей в кинетическое уравнение. 
Равенство д/0 1 дв r-.J / 0 1 kT верно толыю в точке е0 , в то время как 
для оценки тока следует брать среднее значение д/0 1 де,...... / 0 ( е0 • Эта 
ошибка не носит случайного характера, а является следствием часто 
встречающегося неверного представления о механизме прохождения 

тока в металлах. А именно, считается, что в проводимости принимают 
участие лишь те электроны, которые лежат вблизи спада фермиевекой 
функции распределения ширины kТ. На самом же деле в проводимости 
участвуют все n электронов. Это можно видеть хотя бы из выражения 
(-1) для проводимости свободного электронного газа, которое совпадает 
с точностыо до коэффициента порядка единицы с соответствующим 
выражением для проводимости, полученным в предположении, что 

все n электронов имеют энергию е0 [для этого следхет положить 
/ 0 =па (в- е0)]. В силу сказанного ясно, что надо полагать дfо 1 де,....__ fo 1 е, 
что в согласии с точным расчетом и приводит к (8). 

2. Учет передачи энергии при столкновении электронов с решеткой 

До сих пор мы учитывали лишь рассеяние электронов, но пре­
небрегали изменением абсолютной величины импульса, т. е. не рас­
сматривали процесса передачи энергии при столкновениях. Между 
тем замедленная передача энергии от электронов к решетке должна 

приводить к изменению под действием поля симметричной части 
функции распредеJiения. При этом, как известно, для случая плазмы 
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и полупроводниrшв (13, 14J учет подобного механизма приводит к откло­
нениям от закона Ома, наступающим раньше, чем этого можно было бы 
ожидать на основании неравенства (5). Именно, отклонение от закона 
Ома оказывается порядка единицы при условиях 

V М/ т (eEl / kT) ,-...J 1 (в плазме), 

V kT/ тv~ (eEl / kT) ,-....; 1 (в полупроводниках). 
(9) 

Здесь М и т- массы молеr<уJrы и элеr<трона соответственно, 

а Vs- СI<орость звука; в обычных условиях 11 М/ т и V kT / mvs 
порядка 1 О --1- 100. 

Кинетичесr<ое уравнение для электронов в металле, в rютором учтена 
передача энергии, получено в [12]. В стационарном случае для одно­
родного проводниr<а при отсутствии внешнего магнитного поля и гра­

диента температуры юшетичесrше уравнения (см. формулы (12) и (19) 
в [12

]) принимают вид 

_; дд (р2Sв) = О, 
р р . 

еЕ дfо _1_ y_f1 =О 
др ' L ' 

(10) 

где Sв- ток в пространстве абсолютных значений импульсов под 
влиянием внешнего поля 

2 2 2 а+ еЕ еЕ· Р "08 mpV8 _J_to 

Sв =з f1 + S= g-!1- lkT fo(1-fo)- z др 

Решение первого уравнения (10) есть р2Sв = coпst, и так как Sв прИ 
р =О не может обращаться в бесконечность, Sв = О. 

Исключая !1 из (10), получим уравнение для fo· В пространстве 
энергии в = p 2 /2m оно имеет вид 

2 
e2E2L дfо 2mvs е 2 е дfо 

, -. -3----rh + li'Гz !о (1-!о)+ 2mvs 7~ =О. (11) 

Здесь (1 / L) = (1 1 l) + (l/l0), l- длина свободного пробега при столrшо­
вении с фононами, l0 - дJшна свободного пробега при столкновении 
с примесями. 

1 

1. 

Коэффициенты уравнения (11), умноженные на скорост~:>, имеют 
следующий смысл. Коэффициент при первом члене {при дf0 1 дв) равен 
квадрату средней энергии, получаемой ЭJiеr<тронами в поле за единицу 
времени. Коэффициент при втором чJrене равен средней энергии, 
передаваемой электронами с энергией в фононам за единицу времени ~ 
&в 1 "• без учета возможности обратной передачи. Коэффициент при 
третьем члене хараr<теризует среднюю флуктуацию этой передаваемой 

энергии Ав2 1" под влиянием обратного действия фононов. Он именно 
и обеспечивает в слуЧае отсутствия поля температурный разброс 
электронов на границе спада фермиевсr<аго распределения. 

Решение уравнения (11) следующее: 

{12) 
где 

е 

Z _ \ de а (в)= J:_ (eEL)2 !__ _!:!_ ' 
- j rJ. {е) + kT ' 6 е: L mv2 

s 
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А- постоянная интегрирования, определяемая из условия нормировrш. 
При и.~ kT, fo переходит в фермиевекое распределение с А= e-IJ. 1 kт, 

Я:вный вид функции fo определяется зависимостыо а (т. е. в конечном 
счете l) от Е, которую мы б у де м предполагать такой, чтобы при Т= О 
с исчезновением поля функция !о переходила в поююстыо вырожденную 
фермиевекую фушщию с А, стремящейся I< нулю. (В противном случае 
вырожденнее состояние оказалось бы неустойчивым по отношению 
I{ маJrым флуй:туациям электрического поля.) Для этого необходимо, 
чтобы длина свободного пробега не слишком сильно pocJra с энергией. 

При слабой зюзисимости et. от Е можно в выражении для z заменить и. ее 
·средним значением~,__, и. (Е 0 } = et. 0 • Тог да z = e:j (et.0 + kТ), и учет влияния 
поля на fo сводится просто к замене температуры kT эффективной 
температурой эJrектронов kEJ = а0 + kT. 

3. Электропроводность 

Случай u.fs~1 

Для произвольной (с оговоркой, сделанной выше) зависимости и. от Е 
из условия нормировки получаем в нулевом nриближении no полю 
и температуре 

fo = [ez-z, + 1]-\ (13) 
где z0 ---' z(в0 ). 

Для выяснения влияния поля на проводимость вычисление надо 
nроводить в следующем приближении: 

Отсюда можно получить 

{ 
.,_2 1 tРф (r;; (z)]} 

с= Со l + 6 <jl[e:(z)] dz2 z=z." (14) 

Здесь с0 = e2nL / mv0 - проводимость при слабых полях, ф (в)= LvN. 
Второй член, обязанный снятию полного вырождения под влиянием 
поля и температуры, порядка [(и.+ kT)/s]б. 

Очевидно, что при et. ~ kT влияние поля СI<ажется заметным образом 
только на эффеr<тах второго порядка. Поэтому отклонения от заr<она 
Ома, в отличие от (8) и в полной аналогии с (9), должны наступать 
nри полях, удовлетворяющих условию: 

(15) 

. С пониженнем температуры в области идеального сопротивления 
(L .-,.., l) ток, при котором следует ожидать отклонений, растет. Но при 
лизких температурах в области, г де сопротивление в основном оnре­
деляется примесями (L ,......[0), сила этого тоi<а быстро уменьшается 
,с nадением температуры, ибо при этом отношение l / l 0 растет, каr{ 1 /г~. 

Знак !ВТОрого члена в выражении (14) для cr зависит от поведения 
ф (s) = LvN на границе распредеJrеrrия fo· Пусть 'В этой оr<рестности: 
L ,...__ sЛ11 (), = 1 при L = l и ), = О при L = l0), N ,__, srn. Тог да 1\> .-..- EЛ.I!+rn+'l•, 
,а,~ e;l! (l+Л)-1, 

Учтя, что 
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получим 

cr = cr0 [1-1( (а/ е)5], I< = - ~
2 

(J,k +т+ 1/2)((2Л + 1) k +т- 3
/ 2). (16) 

Для свободного элеr<тронного газа (т= 1/ 2) условия роста сопро­
тивления (I< >О) в области идеального сопротивления (). = 1) таковы: 
- 1 < k < 1 / 3 ; в обJrасти остаточного сопротивления (1. =О) аналогичное 
условие имеет вид k < 1. Этот результат вполне понятен. Так, например, 
во втором случае отношение передаваемой элеrпронами решетн:е энергии 
[коэффициент при втором члене в уравнении (11)] к полученной от 
поля (коэффициент при первом члене)~ s1- 1~. Так I\ai\ средняя энергия 
элеюронов в поле растет, то при k < 1 меняются условия перераспре­
деления энергии, получаемой электронами в поле и идущей на нагревание 
решетки и на перенос: а именно, часть энергии, идущая на нагревание 

решетки, увеличится. Это обстоятельство и приводит к росту сопро­
тивления. 

Остановимся на I<Оличественной оценке выражений (14) --- (16). При 
малых отклонениях от закона Ома в выражении для а можно положить 
Е= 1/ а0 • Кроме того, учтем, что l / L = R / Rт, г де полное сопротивление 
R = Rт + Rc сюrадывается из идеального и остаточного сопротивлений. 
Тог да получим 

t::.R _ R - R 0 = ~ - cr = (.i.. e2f2 }!!__ .в.._)2 J<. 
R - Ro cro 6 (cr

0 
1 L)2 е:б mv~ Rт 

(17) 

Граничная энергия ~:; 0 , эффективная масса т ~1 величина !( не опреде­
ляются прямыми опытами (cr0 / L можетбыть измерено [3

]). Относительно 
величины 1( можно сделать некоторые заключения из гальванических 
эффектов. Для большинства металлов I< ,.__, 1. Даже в тех случаях, 
когда для согласия теории гальванических явлений с экспериментом 
приходится приписывать I< аномально большие значения, это не может 
сильно сказаться на величине тока, при котором D..Rj R,-....J 1, так rшк 1 ,..._,f<.'l•. 
Характерные величины для типичных металлов: cr0 f L~1022-: 10 23, Vs~l05, 
во,.__, 10-12 (в абсолютных единицах), т,..__ то (то- электронная масса). 
В этом случае при обычных температурах D..R / R ,_ (5 ·l0-19J2R / Rт )2, г де 1 
измеряется в Аjсм2, т. е. D..R / R,.....,_.l при токах 1 "-'(Rт f R)'l~ (10°-: 1010) А/см2 • 
Это значение не отвечает экспериментальным данным работы [8], г де 
существенные отклонения у типичных металлов наблюдались уже при 
токах 1 ,.__, 106 А/ см2 • Н есколы<О меньшие значения cr0 / L 1 и аномальное 
значение эффеюивной массы (т f т0 ,....__, 10-1 -+-10-2), встречающиеся у 
ряда металлов [15], не могут значительно снизить величину тоr\а, при 
которой: наступают отклонения. 

Эти оценки проведепы для однозонной изотропной модели металлов. 
и, строго говоря, не справедJIИВЫ для сложных анизотропных металлов 

с пере:крывающимися полосами энергии. Данная оговорка особенно 
существенна для висмута. Кроме того, висмут по своим свойстщtм 
почти полупроводник: он имеет малое число свободных элеитронов; 
низкую температуру вырождения (Т0 ...._, 70-: 140° К) (16, 17]; при более 
высоких температурах число электронов меняется за счет перехода 

из нижней полосы. 

Несмотря на это, все же можно провести грубую оценку силы 
тоrш, при которой: следует ожидать отклонений от закона Ома: у висмута. 
При температурах ниже температуры вырождения чисJю электронов 
можно считать постоянным. Тог да, учтя, что у висмута е0 = kT0 ·---10-14, 

получим для свободного электронного газа: 

_Z!L = e2n = ~ 2me:0 ,..._. 1020 
L mv0 Зтс2 1i3 • 

~ С:м. {8
] и цитированную ~гам литературу. 

' . 



Об отклонениях от закона Ома в металлах 

При малом остаточном сопротиВJrении (R.,. j R........, 1) из (17) -следует, что· 
I:!..R/R·...._,l при токах /~105 -+-10° А/см2 • Это значение согJrасуется 
с экспериментальными данными [0] 2 • 

Случай Cl./e-::?>1 

До сих пор мы рассматривали с.лучай rJ./e ~ 1, что соответствует 
неполному вырождению по а (I<ai{ уже указываJrось, при сх, не зависящем 
от энергии, роль этого параметра сводится как бы к <<добавочной темпе­
ратуре»). В промежуточном случае (а,__, е- эффективная температура· 
электронов порядка температуры вырождения) вычисления в общем 
виде провести нельзя. При rJ. >>е: электроны будут nокидать металл,. 
так как энергия электронов в этом случае больше работы выхода~ 
которая для большинства металлов~ е0 • Отвлекаясь от этого эффекта,. 
рассмотрим случай а::?> е с целью получить указания о характере 
роста сопротивления в промежуточной области. 

При а~ е0 вырождение полностыо снимается, и мы перехоющ 
в область больцмановской статистиr<и. Тогда в формуле (12) А-::?> 1 
и / 0 = A-1e-z. Выполнимость этого условия можно проверить из нор­
мировrш. Пусть l = const. Тог да z =- e2 f2a1 , г де сх 1 = eCI. (s) = const-

cc 

Полное число элеюронов 1t = ~ f 0 Nde, N = (2m):2~:~rs'l. 
о 

Для А получаем 

А ....._. (~)'/• ( mso) '
1
• ___, (..:=...)''• ~ 1 . 

е 0 n't~8 s:0 -

Вычисляя ток, находим, 

се 

~ frvs:'l. ds 
1 о YeEL -

1 = -3 en ,..._, ne , . =а VE. (18"~-· 
оо ((mkT (v2) (/ 1 L)] l• 1 

~f0e'~•ds s 
о 

Выражение для сопротивления имеет вид: 

Е VE I 
R=т=---а =ti2. ( 19}· 

Если положить L = l, то (18) совпадает формвльно с выражением 
для тока в полупроводнике при больших полях (13• 14]. При очень. 

1. 
низких температурах3 L = 10, и так как l,......, Т", то а,._, Т. 

2 Прu.мецание npa tcoppetanype. Учет передачи анергии от электронов и решеТI<И 
no внешнюю среду во многих случаях может менять вид формулы д1т сопротивле­
ния в сильных полях. Однако для импуJIЬСНоrо режима, при котором проводились. 
\JI<сперименты (8•9], форму л а (17) справедлива. 

3 У чет кулоншJскоrо nэаимодействин электронов, ко ropoe становится сущестnен­
ным n nопросе проводимости при низких температурах, прrшодит к дополнительному 

сопротивленпю Rт~i-+ ~ ,....,tt.Т"+~T2 [18 ]. Легко видеть, что подобный учет не· 
изменит наш результат, так I<ак это добавочное сопротивление следует отнести 

. 1111 "1 то 
I( величине Т= То+ -

1 
+ 7;, все равно стремящеися к 7; при _..,. , если оста-

точное соnротивление конечно. Величину 1 следует остаnить беэ изменения. Что 
касается влияния кулонавекого взаимодействия на вид симметричной части функции 
расnределения / 0 , то оно в не!(оторой степени равносильно влиянию на / 0 тшиси­
мости 1 от е:, о которой мы все равно мало энаем. 
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Таким образом при стремлении температуры к нулю R безгранично 
растет. Результат этот вполне понятен. Отююнение от закона Ома 
есть следствие замедленной по сравнению с процессом рассеяния 
передачи энергии электронами фононам. При низких же температурах 
nередача энергии еще более затрудняется, так н:ан: падает ЧИСJЮ фонанов 
{это неявно учтено в выражении дJIЯ l), в то время как процесс 
рассеяния не уменьшается из-за присутствия неоднородностей (l0 не 
меняется с температурой). 

По I{райней мере, по внешнему виду с этим эффектом очень сходны 
экспериментально наблюдаемые минимум и дальнейший рост сопро­
тивления в области ниже 1 о К главным образом у ЗОJrота и у неi{оторых 
других несверхпроводящих металлов [2J. Обнаруживаемая на опыте 
зависимость положения минимума от остаточного сопротивления образ­
ца [2• 4• 5] качественно согласуется с формулами (17) ~ (19); поскольку 

2 '1 
1/а ,..._, Ro ', минимум смещается в область более высоких температур 
с увеличением остаточного сопротивления. 

Если в согласии с [а] положить Rc / R213•'"""' 10-2, 1 '""'-' 60 А/см 2, то 
юценi<а по формуле (17) 4 дает, что !:lR / R ,.._, 1 в области Т,....._, 10-2 0К. 

Температурная зависимость роста сопротивления, полученная нами 
в предельном случае очень низких температур а:::};;> е 0 (в промежуточном 
случае а ~ е0 она, очевидно, слабее), также близка к реальной 5 • 

Однако зависимость R от силы тока эксnериментально, повидимому, 
не наблюдается 0 • 

Хотя в этом направлении специально ц не nроводились эксnери­
менты, тру дно думать, чтобы таr{ая ощутимая зависимость от тока, 
на какую указывают формулы (17)-(19), не была обнаружена. Здесь, 
однаJ{Q, нужно иметь в виду следующее обстоятельство. 

В используемой нами системе уравнений распределение фонанов 
принималось заданным равновесным. Это nриводит к тому, что nри 
больших токах эффективная температура ЭJrектронов в поле может 
быть много больше темnературы решетки. Такое предnоложение при 
низких температурах, nовидимому, не сnраведливо. При низких темпе­
ратурах может измениться за!{ОН nередачи энергии от электронов 

к решетке за счет отклонения фононной фующии распределения от 
равновесной, что приведет, вероятно, к более медленному росту средней 
энергии электронов с полем, предотвратив их возможную эмиссию 

nри сверхнизJ{ИХ темnературах, и I< более слабой зависимости роста 
сопротивления от TOI<a. Этот вопрос явится объектом дальнейшего 
исследования. 

В заключение приношу глубокую благодарность nроф. В. Л. Гинз­
бургу за обсуждение настоящей работы. 

Физический институт им. П. Н. Лебедева 
Академии наук СССР 

Поступила JJ рещшцшо 
16 шшаря 1954 г. 

4 Идеальное сопротивление Rт, JJХодящее в (17), можно вычислить, ис.польэуя 
соотношение между проводимастями nри высокой (Т ;:t. 8) и низкой (Т<( 8) темпе-
ратурах [10[. · 

5 В работе [6 ] обнаруяншается логарифмичесiсий рост сопротивления, что находится 
в противоречии с попыткой объяснить это явление перестройкой решеши (1], 
приnощrщей к экспоненциальному росту. 

6 ПpиAti!'f.ФlUe при t.:оррещпуре. В настоящее время нами показано на основании 
разыпои в [12 ] теории, что рост сопротивJrения при ниэrшх температурах может 
наступать всJJедствие появления локальных эффектов Томсона и Пелыье на неоднородrю­
стях nроводника. При этом окааьшается, что рост сопротивления наступает раньше 
11 не зависит от TOJ{a. 

' . 
.. 
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ТЕРМИЧЕСКОЕ ОБРАЗОВАНИЕ F-ЦЕНТРОВ В КРИСТАЛЛАХ 
ГАЛОИДНОГО СЕРЕБРА 

П. В. Мейкляр и Р. С. Шамансrтй 

Иэмерено приращение оптической плотности кристаллов бромистого серебра ПJЖ 
их нагревании. Вычислена концентрация ?-центров, термически образующихсн в 
1\ристадлах, и энергин активации этого процесса. 

Одним из авторов настоящей статьи совместно с Пуцейко было 
обнаружено [1 ], что при нагревании кристаллов галоидного серебра 
спектр поГJющения последних изменяется. На длинноволновом краю 
nолосы собственного nоглощения кристалла возникает новая узкая 
nолоса поглощения, интенсивность !(отарой увеличивается с темnе­
ратурой'. В цитируемой работе было сделано предположение о том~ 
что обнаруженная полоса поглощения nринадлежит Р-центрам, ана­
логичным этим же центрам, ранее найденным в галогенидах щелочных 
металлов. 

Кравец уже давно [2
] указывал на то, что образование крупных 

частиц металлического серебра в галогенидах серебра под действием 
света должно проходить через «атомарную стадию>>. Позднее Топо­
рец (3 ] пришел к заключению, что <<атомарные» центры могут образовы­
ваться в галогенидах серебра термичесrш. Однако первое экспери­
ментальное доказательство наличия такого процесса содержалось 

лишь в работе (1 ]. · 

В настоящей работе произведено nодробное исследование процесса 
термического образования F-центров в галогенидах серебра, и при­
водятся дополнительные доказательства правильиости припятой мо­
дели Р-центра по де-Буру. 

Методика эксперимента 

Кристаллы бромистого серебра изготовлялись путем сливания 
растворов азотнокислого серебра и бромистого калия, взятых в экви­
валентном соотношещш. Полученный осадок промывался, проr{али­
вался и плавился. Расплавленная соль затягивалась капиллярными 
силами в промежуток между двумя стекJiянными ПJiастинками и за­

тем после затвердевания отжигалась. Измерения спектра логлощения 
производились на монохроматоре УМ-2 при помощи сурьмяно-цезие­
вого фотоэлемента и усилителя постоянного тока, специально собран­
ного для этой цели. У силитеJrь работал по мостовой схеме с 
электрометрическим тетродом. Измерения производились дифферен­
циальным методом, т. е. по сравнению с кристаллом, поддерживае­

мым при комнатной температуре. Нагреваемый кристалJI помещался 
в печку, причем его температура контролировалась при помощи термо­

пары. Температура кристалла менялась от комнатной до 408°С, 
т. е. почти до температуры плавления. Параллельна измерялась тем­
новая проводимость кристаллов. Для этого был собран мост Унтстона 
с зеркальным гальванометром, причем сопротивление кристалла 

сравнивалось с известным высокоомным сопротивлением того же 
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порядка. Сопротивление некоторых кристаллов определялось по пря­
мому отбросу гальванометра, чувствительность которого была заранее 
измерена. 

Результаты опытов 

Опыты были произведены с несколькими кристаJJлами различной 
толщины. На рис. 1 нанесены I{ривые зависимости приращения опти­
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Рис. 1. Кривые зависимости приращеюш оптической 
плотности I<ристаюrа от длины волны длл различных 

температур: J-90, 2-120, 3-180, 4-240, 6-290, 
б- 350,7-480° с 

ческой плотности кристал­
.ла, при его нагревании, 

начиная с комнатной тем­
пературы, от длины волны 

для различных темпера­

тур. По площади под 
каждой из кривых можно 
определить приращение 

концентрации Р-центров 
nри нагревании кристалла 

от комнатной температуры 
.до данной. Мы nользова­
.лись дисперсионной фор­
мулой, впервые получен­

ной Кравцом [4 ] и при­
мененной им для раство­
ров красителей. Сила 
.осцилJштора принималась 

равной единице, I<ак это 
имеет место для Р-центров в кристаллах галогенидав щелочных ме­
таллов [5 ]. Величины д.Nр для разJJичных образцов приведеныв табл. 1. 
Нанося зависимость 8..Np от темпера-
туры, получаем кривую, изображен- tn[;,dNт1 
J-Iyю на рис. 2. Производнан в каж­
дой точке этой !{ривой равна dN / dT. 
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Рис. 2. Зависимоеть приращения I<Оiщентра­
ции F-цеитров от температуры D.NF = N -N

20 
(

dN та) 1 Рис. 3. Зависимость ln 'dT от 7 

Считая, что концентрация ?-центров зависит от температуры по зако­
ну N = N 0e-w /!LT, г де W- энергия активации для образования Р-цент­
ра, получаем, что 

dNT2 = NoWe-W/hT 
ilT k . 

1 
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Поэтому зависимость ln (~~ Т2 ) от 
lJT должна быть линейной с тангенсом 
угла наклона Щjk. На рис. 3 нанесе­
ны эти зависимости для нескольких 

кристаллов. Определенные таким об­
разом значения энергии активации 

содержатся в табл. 1. 
Произведенные параллельна изме­

рения удельной проводимости cr кри­
сталлов при I<омнатной температуре 
показали, что имеется связь между 

nроцессом термичесl{ого образования: 
F-центров и ионной проводимостыо. 
Из табл. 1 видно, что с увеJшчением 
cr увеличивается и ANp в данном 
интервале темnератур, причем имеет­

ся линейная связь между 11NF и lg cr. 
Этот вывод следует из рис. 4. 

Из рассмотрения табл. 1 также 
следует, что с увеличением толщины 

кристаЛJiа его удельная проводимость 

уменьшается. Это значит, что прово­
димость кристалла в значитеJiьной 
стеnени определяется перемещением 

ионов по поверхности, что находит­

ся в согласии с результатами других 

автороl3 [6]. 

Из работ Кириллова [7] и его со­
трудНИI{QВ известно, что в спектре 

логлощения слабо засвеченного ири­
стаJiла галоидного серебра пояБJrяется: 
целый ряд мелких полос поглощешш. 
положение иоторых не зависит от при~ 

роды гаJюгенида. Те же полосы по­
ГJJОщения наблюдаются и у иристал­
лов, на поверхность которых папылен 

тонкий слой серебра [8], а также в слу­
чае напыления серебра на кварцевуrо 
nодложку [0]. Очевидно, что центры, 
вызывающие такое поглощение, обра­
зуются на поверхности кpиcтaJrJra. Мы 
наблюдали появление этих же полос 
логлощения при нагревании иристаJr­

ла и обнаружили, что, в то время 
как изменение полосы логлощения 

F-центров с повышением температуры 
весьма характерно, а именно проис­

ходит увеличениеее интенсивности с 

постепенным смещением максимума в 

сторону более дJrинных волн, дJIЛ по­
лос, обнаруженных Кирилловым, на­
блюдается лишь nерерасnределение 
их по интенсивности. Это шrлюстриру­
ет рис. 5, где нанесены !{ривые nо­
глощения F-центров и кривые «тон­
r<ой структуры» при различных темпе­
ратурах, как мало отличающихся от 

.. 

-'·'·11...-----------------------------------
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комнатной, так и высоких. При значительном увеличении темпера­
туры наблюдается дальнейший рост интенсивности полосы поглощения 
!'-центров с nостепенным исчезновением nолос «тонкой структуры>>. 
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Рис. 4. Зависимость приращения концентрации ?-центров от логарифма удельной 
проводимости !tристпллов для различных !tристаллов 

Рис. 5. 1\ривые зависимости прирпщенин оптичес!(ОН плотности кристалла от длины 
IJOJIНЫ ДЛН раЭЛИЧНЫХ температур; J-30, 2-'-60, 3-120, 4-240, б-а50 се 

Обсуждение результатов 

То обстоятельство, что нагревание кристаJrла различно влияет на· 
nолосу погJrощения Р-цептров и полосы тонкой струитуры, лишний 
раз у]{азывает на различие в их природе. Из обстоятельных работ 
КириJrлова и его сотру дюшов с очевидностыо следует, что центры 
тонкой струr<туры расположены на поверхности и слабо связаны 
с решеткой. Что r<асается Р-центров, то сJiедует считать, что при 
нагревании IфистаJrла они образуются в его глубине, и nоложение. 
nолосы nо г лощения этих центров определяется параметрами Rристал­

личесi<ой решетки. Так, например, здесь выполняется известное для 
галогенидав щелочных металJюв правило Мольва, согласно I<оторому 
'1маtсса2 = const, г де 'lма~<с- частота, соответствующая максимуму поло'­
Сqi поглощеиия, а d- постоянная решетки. В последнее время было 
найдено [10

], что лучшее соответствие с опытными данными nоJiучает­
ся, ecJiи считать 'lмni<c и l,В4 = coпst. 

Конечно, nостоянная в формуле Мольва имеет различное значе­
ние для различных типов кристаллов: в кристаллах с более сильной 
связью эта постоянная должна быть боJrьше [11 ]. Поэтому ошибочным 
было предположение Топорца [12), что можно значением этой посто­
янной, найденным для гало1·енидов щелочных металлов, пользоваться 
при опредеJrении полосы Р-центров для галогенидав серебра. Тем 
более произвольной была произведенпая этим автором замена рассто· 
яния между соседними ионами в формуле Мольва суммой ионных 
радиусов. ДJrя галогенидав серебра формуJrа Мольва выполняется 
для всех температур, и смещение мат<симума полосы поrJJощения 

Р-центров в сторону длинных вoJII-I объясняется просто увеличением 
постоянной решетки вследствие теплового расширения кристалла. 
Tak, постоянная решетки бромистого серебра при температуре 20°С 
составJiяет5,77.А, а при 4l0°C 5,91А [13 ]. По нашимданным 'lмакс равно 
соответственно 0,715·1015 cei<-1 Р-маt<с=420 lnfJ-) и 0,652·101

1> ceiC\ 
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()·мnкс = 460 mp.). Произведение 'lмаксd 2 равно в первом случае 2,38, . 
а во втором 2,28 вместо 2,0 дJIЯ галогенидев щелочных металлов, 
т. е. формула Молмзо выполняется с точностыо до 5%. 

Нестюлька точнее выполняется соотношение 'lма!(с d1•84 = С. Точно 
так же выполняется соотношение Мольва и дJIЯ хлористого серебра . 
.Здесь при 20°С '~ма1,с =О, 78 ·1015

, d2 = 30,7 ·I0-16 , и их произведение 
равно 2,39. Ряд авторов пытался, с одной стороны, получить форму­
лу Мольв о теоретически [14 ] и, с другой стороны, вычислить 
'~м•шсРБ,16 ). Формулу Мольва можно получить, например, из следующих 
простых соображений. Длина ВОJIНЫ де-Бройля для электрона 
внутри вакантного узла галоида (принимая модель Р-центра по де-Бу­
ру) составляет дшr нижнего уровня 2d и для первого возбужденного 
состояния d, г де d- постоянная решетки. Отсюда энергия Е= h2/2m),2 
составляет для нижнего состояния Е1 = h2/8md 2 и для первого воз­
·бужденного состояния Е2 = h2/2md 2

• Приравнивая разность энергий 
энергии поглощаемого кванта, получаем 'lма!<с d2 = 3!zf8m, ИJIИ Умт'с d2 = 
= 2,73. На опыте '~м•~<с d 2 = 2,0 для галогенидав щелочных метал­
.лов и~ 2,4 для галогенидав серебра, т. е. соответствие можно 
считать хорошим. Детальный rшаптово-механический расqет уров­
ней энергии электрона в Р-центре, произведенный в работах [15] и (16], 
не привел к хорошему соответствию между теоретическими и опыт­

ными данными. Мы вернемся к этому вопросу в другой статье. 
Сам факт, что постоянная в формуJiе Мольва для галогенидав 

·серебра оказывается на опыте больше, чем для галогенидав щелочных 
металлов, может быть объяснен более сильной связью в первых 
кристаллах, что находится в согласии с выводами Дейгена [11]. 

Выполнение формулы Мольво для ?-центров в кристаллах галоид­
ного серебра при различных температурах с постоянной, мало отли­
чающейся от теоретической в предположении справедливости модели 

·.де-Бура, и связь между удельной ионной проводимостыо и кон­
центрацией ?-центров (рис. 4) говорят в пользу правильиости 
принятой нами ранее гипотезы (1] о природе дополнительного логло­
щения кристаллов, вызываемого нагреванием. Дополнительные дока­
зательства содержатся в работе [17], г де поr<азано, что эти же 
nолосы логлощения могут возникпуть в кристалле при совместном 

:напылении галоидного серебра и металла, вне зависимости от при­
роды последнего, что указывает на ЭJiектронную природу центров. 

Автор работы [15], рассчитывая электронные уровни для междо­
узельного иона серебра в Ag Hal, приходит к выводу о том, что при 
закреплении электрона у такого иона с образованием междоузельного 
.атома серебра потенциал ионизации атома составJiяет 0,34 е V дJIЯ 
AgBr и 0,44 е V для AgCl. Можно было бы поэтому предположить, 
что при нагревании кристалла происходит ионизация междоузельных 

.атомов· серебра и дополнительное логлощение определяется междо­

.узелыrыми ионами серебра. Однако такое предположение неправильно, 

.ибо, каr< было показано Мейкляро.м [18] и .Кайзером [17), такие поJiо­
•СЫ логлощения возникают при введении в r<ристалл различных при­

месей, и, следовательно, центры, вызывающие поглощение, имеют 
электронную природу. Следует еще рассмотреть причину столь низ­
'IЮЙ энергии активации для образования F-центров в галогенидах 
,серебра (см. табл. 1). 

Известно [19], что для превращения моля бромистого серебра в 
металлическое серебро и атомарный бром требуется совершить работу 
в 48 ккал, что соответствует энергии в 2,08 е V на каждый элемен­
тарный акт. Соответствующая работа для NaBr значительно больше 
и составляет 131 ккал/моль или 5,7 eV. Для образования F-центров 
нужно совершить. меньшую работу. Действительно, электронные 
уровни метаJIJшческого серебра расположены ниже полосы проводи-
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мости I\ристалла приблизительно на 1 eV (судя по длинноволновому 
краю спеi\тральной поJiосы внутреннего фотоэффекта с I<ОJiлоидных 
частиц серебра в кpиcтaJIJie [20

]), а уровни ?-центров распоJiожены 
на 2,88 eV ниже nоJюсы проводимости 0-мщс = 430 111JL). Тшшм образом 
уровни Р-центров распоJiожены на 1,9eV ниже уровней метаJIJшче­
ского серебра. Это значит, что дJiя образования Р-центров в решетке 
rаJiоидного серебра требуется совершить работу, на 1,9 е V меньшую, 
чем ДJIЯ образования метаJIJшческого серебра, т. е. эта работа равна 
приблизитеJiьно 0,2 eV, что находится в хорошем согласии с данными 
табJI. 1. АнаJiогичный расчет дJIЯ NaBr показывает, что здесь энергия 
активации ДJIЯ образова,ния Р-центров равна 4,4 е V, вследствие чего 
вероятность их термичесrшго образования ничтожна. 

Молотовекий педагогический 
институт 
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ДИФФРАКЦИЯ И НЕУПРУГОЕ РАССЕЯНИЕ ЭЛЕКТРОНОВ 

А. Я. Вятстшн 

-Явление диффра1щии, <I т<Iкже HBJJCIIИC неупругого рассеннин электронов средних 
скоростей (HJ2-2··1oa eV) в металлах, обуuювлешюс куJюновсiШМ взаимодействием диф­
фрагируюrцих ЭJiei<Т]JOJюв с ЭЛСI(Тронами решетки, рассматрнвшотсп, как две взаимно 

свнзанные стороны единого процесса прохождения электронов через решетку меташш. 

У становлево наличие сильного ВJiиянин диффраrщиrr на неунругое расесиние элеr<тJЮ­
нов и неупругого рас.ссsrния на· лиффра1щию электронов. 

Введение 

Ранее [1] была рассмотрена задача о неупругом рассеянии элеi<тро­
нов средних скоростей (102-2· 103eV), описываемых модулированны­
ми с периодом решетки волновыми функциями, вызванном их куло­
новсi<ИМ взаимодействием с электронами решетки. Решение этой 
задачи привело к следующему выводу. При рассеянии, обусловлен­
ном междузонными переходами \ возможно резонансное неупругое 
рассеяние. Если энергия проходящего через метаJIЛ электрона равна 
граничной энергии зоны или бJJИЗI<а I< ней, т. е. при условии 
электронной диффрющии (закон Вульфа- Брэгга): 

1(2 = (тсj / а)2, (1) 

г де 1(- вошювое число электрона, j- целое число, 
решетки,- электрон должен испытывать резонансное 

сеяние. При этом средний коэффициент затухания r, 
а- nостоянная 

неупругое рас-

имеющий вид 

(2) 

стремится к бесконечности, а средний пробег рассеяния /,, определяе­
мый выражением 

(2а) 

стремится к нулю. 

В выражениях (2) и (2а) С и D-постоянные [1]; в0 =(1L2/ 2m) kg- пре-
1 • 

ф 1 v-v 1( дельная энергия ер ми; s = п- n + - 2- = n - lt
1 + 2 n, tt1

, v, /-це-
лые числа). 

Вывод о резонансном рассеянии JЗОзникает в резу ль тате расчета 
матричного элемента nри междузонных переходах (внутризонные 
переходы nриводят I< неупругому рассеянию обычного вида), и nо­
тому этот вывод имеет общий характер и не должен зависеть от 
r<оiшретных особенностей метода решения задачи. 

1 Теорип потерь, вызванных междузонными переходами, рассмотрена ранее [2]. 
;-;-', 
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Следует заметить, что подобное резонансное неупругое рассеяние 
должно иметь место не толы<о при выполнении условия (1), но также 
при одновременном выполнении закона импульсов 2 

k + (2~s 1 а)+ q -k' =О, (3) 

являющемся усJiовием неравенства нулю матричного элемента (здесь 
k и k'- волновые ве1поры элеi<трона решетки до и после столюiо­
вения; 1Щ = 1i (К -1(')- отданный рассеиваемым электроном импульс). 

Необходимость одновременного выполнения (1) и (3), естественно, 
ограничивает область целочисленных значений }, при которых воз­
можно возшшновение резонансного рассеяния. ПоскоJiы<у условие 
резонансного рассеяния (1) точно совпадает с условием электронной 
диффракции (т. е. условием резонансного упругого рассеяния), можно 
заключить, как это было сделано ранее в [1), о тесной связи этих 
явлений. Оба явления как диффракции, таi< и неупругого куJrотюв­
ского рассеяния эле1прона поJJьпuенной скорости, проникшего в ме­
талл, зависят в конечном счете от влияния периодического поля 

решеТJ<И: диффршщия- непосредственно, а неупругое рассеяние­
I<освенно, через взаимодействие рассеиваемого эле!{трона с электро­
ном мeтaJIJlВ, движущимся в периодическом поле решетки. Поэтому 
естественно рассматривать неупругое рассеяние и электронную диф­
фракцию каr< две взаимосвязанные стороны единого процесса прохо­
ждения элеr<тронов через решетку металла. Решение этой задачи и 
представляет содержание данной статьи. 

Вывод о резонансном неупругом рассеянии в теории [1
] тесно 

связан с описанием электрона, рассеиваемого благодаря кулоновсr<ому 
взаимодействию с электроном решетки, обычной модулированной 
с периодом решетки волновой функцией. Такой электрон при вы­
пошrении условия ( 1) испытывает также диффрющию от одной из 
атомных шюс]{остей. Однако подобное описание электрона является 
идеализированным: в действительности элеJ<трон правикает в запрет­
ную область. Это проникновение различно для ра:шых запретных об­
ластей и для разных металлов. В реальных условиях для некоторых 
метаJIЛов электрон должен описываться модуJrированной, экспопенци­
алыю затухающей волновой функцией 3

• 

В разделе 1 мы рассмотрим неупругое рассеяние элеr<трона, опи­

сываемого подобной функцией. При этом выяснится влияние 
затухания модулированной волновой функции (диффракция в реаль­
ных условиях) на неуnругое рассеяние электрона и, в частности, на 
резонансное неуnругое рассеяние. Вместе с этим будет рассмотрено 
влияние неупругого рассеяния на диффракцию. 

В разделе 2 рассматривается задача диффраrщии электронов с уче­
том одновременного их неупруrого рассеяния, обусловленного куло­
rювским взаимодействием диффрагирующих элеrпронов с электронами 

решетr<И. 

Б у дет показано, что это взаимодействие определяет . различную 
высоту (и ширину) диффраrщионных ма]{симумов. 

Следует заметить, что Лапшарев (3] первый высназаJI пред­
положение о зависимости высоты диффраrщионпых максимумов 
от пог лощения диффрагирующих электронов, однако без J<ОI-шретизации 
механизма поГJющения. Позднее, при решении задачи элеr<тронной 
диффраrщии в (4] был формально введен мнимый потенциал и пока-

2 Ср. (10) в [1]. 
з Подобные волновые фующии ис.польsуютс.я в эадачах о диффраrщни электронов, 

3* 
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зано, что в зависимости от условной величины этого потенциала коэф­
фициент отражения для диффрагирующих ЭJJектронов может прини­
мать различные значения. Поскольку, однако, мнимый потенциаJI 
лишен I{онкретного физического содержания, подобный метод имеет 
характер формальной операции. 

ФреНI{ель и Рыжанов [5] при рассмотрении задачи электронной 
диффракции решали релятивистское уравнение Шредингера, взяв 
в качестве основной координаты направление затухания ЭJJектронного 

пучка. Допустив, что погJIОЩение диффраrщионных электронов oбyc­
JIOI3JJeнo их взаимодействием с тепловыми колебаниями решетr<и, 
авторы пришли к DЫводу, что данный механизм рассеяния nриводит 
J{ векоторому расширению диффаrщионных максимумов. Вопрос 

0 снижении диффракционных максимумов вследствие принятого меха­
низма логлощения в этой работе не рассмотрен 4

• Однако тру дно 
nредставить себе, что взаимодействие электронов с колебаниями ре­
шетки может играть решающую роль в их поглощении, являющемся, 

согJrасно опытным данным, весьма сильным: коэффициент. отражения 
в некоторых случаях достигает значения в 1%. Более естественно 
nредположение, сделанное в настоящей работе, что кулоновсr<ое 
взаимодействие диффрагирующих электронов с электронами решетки, 
в основном, ответственно за пог лощение диффрагирующих ЭJiектро­
нов и снижение диффракционных маr<симумов. 

1. Влияние электронной диффракции на неупругое рассеяние 
электронов в реальных условиях прониюювения электронов 

в запретную область 

Рассмотрим задачу о неупруrом рассеянии диффрагирующеrо при 
nрохождении через металл электрона, вызванном к у лоновским взаимо­

действием с электронами решетки. В соответствии со сr,аза:нным во 
введении, в отличие от случая, рассмотренного в [1

] (описание элек­
трона модулированной функцией), состояние диффрагирующего элек­
трона описывается модулированной фушщией, ЭI{споненциалыю затухаю­
щей в направлении х (электрон проникает в запретную область) 5 

Ф0 =N0e-«oXL}Avexpi[(!(+: v)Х-Ек~]. 
v 

(4) 

Здесь R (Х, У, Z)- воJrновой веJ{Тор; а-постоянная решетки; а0-опыт­
ный параметр, характеризующий прониюrовение эJrектрона (волновой 
фунrщии) в запретную область; N0 - нормировочный коэффициент 
(нормировка производится на 1 электрон в объеме метаJrла, прости­
рающегося от Х =О доХ= оо): 

No = a.'l• р-'1•. (4а) 

Здесь а. = 2cz0, F- поверхность металла; 2j! А, 1
2 = 1. 

v 

Предположим, что падающий электрон движется нормально J{ 

nоверхности; тог да волновой вектор 1 К 1 = !(х =К. 

4 Матричный элемент написан в общем виде н не рассчитан. 
5 Вместо суммы стоячих волн, nрименявшейся ранее [1•2], n данном случае взята 

сумма бегущих шюских вOJJII, что несколько упрощает расчет и nриводит к резуль­
тату, отличающемуся от прежнего лишь численным множителем. Это отличие несу­
щестnенно, поскольку в данном случае важно выяснить . общее влияние эксnопеп-
циалыюго затухания функции на неуnругое рассеяние. · 

J 



... 

Диффракция и неупругое рассеяние электронов 165 

Волновую функцию элеl{трона решетки представим обычным образом 

cro=no 2} anexp{i[(k+ 2
; n)r-EJt~]}, 

nj, nz, па 

г де по= ЬJ-'1' (Q- объем металла); k ,r (х,у, z}-волновой веюори ради­
ус-вектор элеi<.трона решетi<и. 

Фушщию состояния системы к моменту t представляем в виде 

tj> (t) = ~ а (k', !(', t) ер (k') Ф (!(') ехр {- iEn' К' :} • (5) 
w.~ L 

Здесь Етек' -энергия системы двух электронов в состояниях k', !('. 
Сделав допущение, что первый т<аэффициент в (5) имеет вид 

а (t) = e-Yt, 

и решив систему уравнений Дирака, получим для I<.оэффициента зату­
хания 1 [2] 

(6) 

г де S·- угол рассеяния, Jn'I<'. м<- матричный элемент, Рк'- плотность 
I<онечных состояний на единицу объема 6• При этом, как обычно, вы­
nолнен закон сохранения энергии 

(Ем<- энергия системы в начальном состоянии). 
Значение 1 должно быть усреднено по всем начаJJЫIЫМ состояниям 

электронов решетки 

r = (2Q 1 87t3
) ~ 1 f d"п; d'rtt = dk.~dkydkz, (6а) 

где f- фунтщия Ферми. 
Рассчитаем матричный элемент 

jlt'K', ltK =М 2} 
n,n', v, v' 

(8) 

7t ~ .... 
Здесь Q=ч+-a(~-v'); d",=dxdydz, d-r:R=dXdYdZ; 

1 J 2 
М = n0noN0N0e . (9) 

Рассматривая (8) как решение уравнения Пуассона, получаем 

(1 О) 

6 В предыдущих случаях [1, 2] плотность конечных состошrий нами явно не вво­
дилась, так I(ак она учитывалась нормировочным коэффициентом. В силу того, что 
нормировка в данной аадаче проведена иначе, необходимо ввести явно Рк'· 
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при дополнительных условиях 

27t , ) k' . о qy, z + ky, z +а (n2.3 -n2,3 - 'у, z = ' ( 11) 

• представляющих закон сохранения импульсов в .у и z направJrениях. Сум­
мирование в (1 О) фа]{Тически происходит по n1 и n1 (а не поn и n'), посколь­
ну n2 ,3 и п~.з определяются заl{ОНОМ сохранения импуJrьса (11). 

Проинтегрировав (10) в nределах от О до оо, noJryчaeм 

(12) 

ПосJ<олы<у выражение (12) имеет резонансный характер, обладан 
резко выраженным максимумом при условии 

(13) 

естественно принять допущение о прибJшзительном выполнении (13). 
Окончательно имеем 

(14) 

Суммирование в (14) производится лишь по тем значениям 
n, п', '1, v', которые удовлетворяют условиям (11) и (13). Плотность 
конечных состояний в общем имеет сложный вид [6]. ПoCJJe взаимо­
действия с элеrпроном решетки диффраrирующий элеr<трон, даже 
находясь на границе зоны, отойдет от нее. 

Мы воспользуемся поэтому для простоты средним значением 
плотности Рк' на единицу объема в приближении <<слабо связаш-rыю> 
электронов, имеющем вид 7: 

(15) 

Таким образом для коэффициента затуханин 1 на основании (6) и (14) 
имеем 

(16) 

Вводя 

получим 

С2 = о 2 - 2'0/(' cos -Э· + !(' 2 • (17) 

Здесь о =К+}= К+ : (v-/)- <<недостатою> резонанса. 
Перейдн от интегрирования по у г л у рассенния & к интегрированию 

по С, получаем 

(18) 

(19) 

7 Практически это означает ·усреднение приб;шзительно однопериодной кри­
вой Рю, распростраияющейся на нижнюю и верхнюю (соседнюю) зоны. 

.. 

i 
~ 
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Пределы интегрирования для С будут 

См,шс = 2/( +· j; Сынн = О. (20) 

Следует заметить, что хотя значение интеграла Р,,, практичесюr не 
зависит от величины нижнего предела С,.шн (особенно, 1{8!{ видно 
б у дет позднее, в интересующем нас случае ~ = 0), внутризонные 
переходы должны быть исключены. Внутризонные переходы, отвеча­
ющие условиям n- n' =О; '1- ,"=О и закону сохраненин импульса 
k' = k + q, уничтожают диффракцию (~=О; v- v' =!= 0), что как раз 
нас и интересует, и поэтому они не должны рассматриваться. 

Интеграл (19) можно несr<олы<о упростить. При использовании зако­
нов сохранения (6а), (11) и (13) в приближении <<слабо связашrых»ЭJН:~кт­
ронов и учете лишь междузонных переходов, имея в виду, что 

}:::?> n- n', получаем 8 

'2 + ., f'<"'2 м L о .,, + cz· 
(J ~"- , =о- -1 а·-;- , 

Воспользовавшись (21) и вводя nодстшювr<у 

Z с
о ., 

= --а-, 

имеем вместо (19) 
р 1. \ dt 

vv' = 28 ) az2 + bz + с ' 
.где 

4tX.2 8GI:2 ( о j2) /щ2 (~" }2) 
а = 1 + V ; Ь = az а· - 2 ; с = 32 о· - 2 . 

Интеграл (22) берется элементарно. Для Pvv' получаем 

1 
Pvv' = 2GI: J 32 + 2GI:2- j2J Х 

{ 
а (С~а"с- tt

2
) + !1 (tt2 J а) [С~акс + (~2 /2)- (j2J 2)] 

х arc tg ---------,;--;м-:---n-i<--'-"-'---;;;-;-------
2oc (32 + 2а2 - j2) 

. а (С~ 1111 - а2) + tj (a2 J 3) [С;11111 + (82 /2)- (j2 /2)]} 
- arc tg 2tX. (1)2 + 2GI:з _ р) · 

(21) 

(22) 

(23) 9 

Уже из (23) видно, что в отличие от прежних результатов интеграл 
не имеет множителя В в знаменателе, что исr<лючает в данном случае 
возможность резонансного неупруrоrо рассеяния вблизи 13 ~О. 

В случае В = О получаем 

(Pvv')S=:J = 7t / 2сх /2!% 2 -]2/. (24) 

Подставив (24) и (9) в выражение (18), имеем 

'Ув=о = 
11, n', 'J, v' 

8 у~ а 11 а~1, ~ (n2n'2) -l и· поэтому можно ограничиться малым значением n- n' . 
.Значение же j достаточно велико для электронов средних скоростей: в силу усло­
вия 1( = j. 

9 Знак 1 1 n знаменателе обусловлен тем, что это выражение- результат иэвле-
'чения квадратного корня. Знак + должен быть избран при 2ос "!!: j2 таким образом, 
чтобы обеспечить имеющее физический смысл условие у> О. 
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Тюшм образом для среднего значения коэффициента затухания lв=о 

на основании (6а) получаем 

16rt3 me4 k~ 
"(а=о = 3tL3cc ~ (25) 

n, n', v, v' 

Средний пробег рассеяния имеет вид: 

(26) 

Полученный результат (25) [или (26)] существенно отличается от 
nрежнего результата [1] [формулы (2) и (2а)]. В [1

] при описании диф­
фрагирующих неупруго рассеиваемых элеi<Тронов модулированны_ми 

волновыми функциями без затухания условие диффракции о = О, К =7r:J /а 
приводило к резонансному рассеянию 

В настоящем же случае nри описании диффрагирующих неупруго рассеи­
ваемых электронов модулированными затухающими функциями (диф­
фракция в реальных условиях, электроны nроникают в запретную 

область), условие диффракции ~=О не приводит к резонансному 
неупругому рассеянию. Неупругое рассеяние в данном случае 

характеризуется конечным значением 1а=о (и Л8=0), определяемым (25) 
и (26). 

При а-? О экспоненциальный множитель исчезает, электроны не· 
nроникают в запретную область, r<ак видно из (25) и (26): 

что совпадает с выводом работы [1]. 
Следует заметить, что кажущаяся возможность выполнения усло­

вия 2а2 = р, которая, казалось бы, вновь приводит к :rs=o...,.. оо, должна 
быть отброшена. Параметр а0 (равный а/ 2) зависит от характеристиr< ме­,. 
талла и не может принимать значения а0 = -l, г де l- целое число. 

а 

2. Влияние неупругого рассеяния на диффракцию электронов 
в металлах 

Рассматривая, согласно сказанному выше, диффрющию и неупругое 
рассеяние электронов I<ак две взаимосвязанные стороны единого про­

цесса прохождения электронов через металл, следует рассмотреть 

влияние неупругого рассеяния на диффракцию электронов в металлах. 
Как показано в [4• 5], задача о диффраrщии электронов nри учете про­

исходящего одновременно неупругого рассеяния сводится фор­
мально r< решению уравнения Шредингера, в r<оторое входит 
мнимый потенциал iГ: 

дФ 'Ji2 . .. 
itLдt =-'2m V2Ф + (U- iГ) Ф =О. (27) 

• 
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Здесь И= ~ V" ехр {i 2
; (nr) } -периодический потенциал решетки; 

Ф - волновая функция диффраrирующеrо, неупруго рассеиваемого 
электрона. Решением (27) служит фушщия 

(28) 

в которой параметр х (связанный с мнимым потенциалом iГ) опре­
деляется таким образом, чтобы обеспечить вещественность энергии 
диффрагирующего электрона - Ек. В данном случае эr<споненциаль­
ным затуханием, обусловленным проникновением в запретную область, 
можно пренебречь, посr<олы<у хорошо известно,· что подобное зату­
хание (без учета рассеяния) все равно приводит I< I<оэффициенту 
отражения для диффрагирующих эJrеi<тронов, равному единице. 

Мнимый потенциал iГ, представляющий в (27) реальный процесс 
неупруrого рассеяния диффраrирующих электронов, связан, r<ак по-

казана в [5
], со средним пробегом рассеяния Т соотношением 

Г=nvj21 (v=1il((m). (29} 

В нашей задаче Т- средний пробег рассеяния, обусловленного куло­
новсrшм взаимодействием диффраrирующего элеr<трона с элеiпроном 

решетки, определяемый из (26). Имея в виду, что I = 1if( 1 2mr и ис­
пользуя (29), имеем 

(30) 

1- оnределяется, в частности, из (25). 
Как видно, мнимый потенциал iГ имеет в нашем случае реальный 

физичесrшй смысл, вытекающий из физического содержания среднего 

коэффициента затухания;. Этот смысл заключается в уменьшении 
интенсивности пучка диффрагирующих электронов во времени, что 
отвечает процессу пеупругого рассеяния в пространстве, вызваннQму 

I(улоновсi<им взаимодействием диффрагирующих электронов с элек­
тронами решетин. 

Решение уравнения (27), ]{Оторому удовлетворяет функция Ф ви­
да (28), nри исnользовании условия вещественности энергии электро­
на Ек, приводит к следующему выражению для коэффициента отра­
жения R при диффраrщии [5]: 

(31) 

где A=n2 /2m (nj(a)3; Vj-КОэффициент разложения потенциала 
решеттш в ряд Фурье; j- целочисленный индет<с, о имеет прежний 

смысл <mедостатh:а>> резонанса (о= I< + 7t} 1 а); 111= 0 - средний I<оэффи~ 
циент затухания, определяемый: (25). При этом зависимостыо 

1 =;(о) пренебреrаем, принимая 1 ~ r~=O' причем '(а=о =Та=~ (а.о). Выра­
жение (31) имеет резонансный характер. При выполнении резонансного 
условия А= О, т. е. о= О, имеем 

(32) 

Таrшм образом, резонансное значение ]{Оэффициента отражения 

RIJ=O = Ra=o (Vj, rll~o) есть функция параметров не упругого !<у лоновекого 
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электронов. Неупругое рассеяние создает 
диффракционного максимума. 

Рис. 1 иллюстрирует получен-
!?[%) п о -

/OOI--------,..----------,!OO ный результат. риа = , Т8=,г'"оо 

JO 

10 -
о 

-!О 

о o.-r--
' 

имеем резонансное рассеяние и 

R=O. 
При Г=·[h=5 Vj, 3 Vj, 2 Vj, Vj, О 

I<оэффициент отражения Rв,=о раз­
личен и равен 4, 10, 20, 50, 100% 
в согласии с известными опыт-

ными данными [3
] для электро­

нов средних скоростей (102 < 
< Е< 2 · 103 е V). 

Заметим, что динамическая 
теория диффракции приводит к 
обязательному выполнению усло­
вия: R8=o = 100°/0

10 • Опыт же [3] 

дает в ряде случаев всевозмож­

ные значения для коэффициента 
отражения R: от нескольких про­
центов до 1 OOOfo. 

Рис. 1. Теоретичсскан з;шисимость ноэф- Развитая теория, как нам пред-
фициента отражения R дJIН диффрагирую-
щихэлеiпронов от <<Недостап«l>> резонапса а: ставляется, дает естественное 

объяснение различной высоте 
1-Г=О; 2-Г= Vj; 3-Г=2Vi; ( ) 

4 _г= зv.· ь _г= 5v. а также ширине диффрющион-
1' J ных максимумов как обусловлен-

ной неупруrим куJюновсi<Им рассеянием диффрагирующих электронов. 

3. За«лючение 
1) Резонансное неупруrое рассеяние не должно иметь места в 

тех металлах, г де диффрагируюший электрон проникает в запретную 
область. В этих металлах параметры неупругого рассеяния имеют 
конечное, отличное от нуля значение [формулы (25) и (26)]. 

2) Различное значение высоты (и ширины) диффракционных маi<СИ­
мумов является следствием происходящего одновременно с диф­
фракцией неупруrого r<улоновского рассеяния ЭJJектронов, взаимо­
действующих с электронами решетr<и. 

3) Диффракция электронов и неупругое кулонавекое рассеяние 
диффрагирующих электронов средних скоростей- нвленин, завися­
щие, в конечном счете, от влияния периодичесJ<ого поля решетки. 

Эти явления связаны в едином процессе прохождения элет<тронов 
через решетку металла. В этом процессе каi< диффрющия, так и не­
упругое рассеяние элет<тронов одинаково силыто выражены и одина­

ково сильно влияют друг на друга. 

В час'Гности, нельзя рассматривать неупруrое рассеяние, сни­
жающее в некоторых случаях значение коэффициента диффракци­
онноrо отражения до 1°/0 , как побочное, мало значительное явление. 

Ленинградский институт точной 
механики н оптики 
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ИССЛЕДОВАНИЕ МЕТОДОМ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ДИФФЕРЕНЦИРО­
ВАНИЯ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВТОРИЧНЫХ ЭЛЕКТРОНОВ 
ПО ЭНЕРГИЯМ ДЛЯ МОНОКРИСТАЛЛА МЕДИ, ПОI<РЬIТОГО МОНО-

КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ ПЛЕНКОЙ ЗАКИСИ МЕДИ 

Н. Б. Горный 

Методом электрического дифференцирования нраведепо ЭJ<сnернменталыюе НС.СJIС­
довавие фушщии распределения инстиiшо-nторичных э11еюронов по энергиям для 
моноJ<ристалJшческой грани меди (111 ), по крытой МО!ЮIIрнсталличесi(ОЙ ШIC!II\OЙ 
Зiii\ИCH МСДИ С ПOBC!JXIIOCTHOЙ ПЛОС!(ОСТЬЮ ( 111), Н ДЛЯ ПOJIИKpHCTiiJJJIИЧCCI(()Й МСДИ, 
ПОJ<рытой поликристашшческой IIJJetшoИ з<шиси меди. Устшюшtсно, •1то в кривых 
распределения вторичных электронов по энерrинм, полученных длн мoнoкJHrc:raJJJJИ­

чecJ<OГO образца, !(роме основного максимума, имеетсн еще пескоJIЫ<О допоJНШтель­
ных небольших максимумов. 

1. Среди всей совокупности истинно-вторичных ЭJiектронов воз­
можно появление груrtл электронов с определенными, дискретными 

значениями энергий. Рассмотрим два яrзления, которые могут быть 
причиной появления истинно-вторичных ЭJiектронов с определенными 
значениями энергий. 

1) Первичный электрон, обладающий достаточной энергией, может 
выбить с одного из внутренних уровней атома сравнительно сильно 
с.вязанньrй электрон с энергией связи W1 • При этом произойдет пере­
ход какого-либо электрона с более высокого уровня с анергией w2 
па освободившеесн место. Атом может освободиться от избытка 
энергии путем испусi<ания излучения с частотой 

Однако, как показывает опыт [1], атом может освободиться от 
избыточной энергии без излучения энергии. Избыточная энергия мо­
жет быть поглощена электроном того же атома при условии, что 
энергия связи этого электрона W3 меньше избыточной энергии W1 - W2 • 

Энергия такого электрона (так называемого электрона Оже), поiшнув­
шего атом, 

(1) 

Энергия электрона Оже имеет вполне опредеJiенное значение; она 
не зависит от энергии первичных электронов, а лишь от свойств 
атома данного вещества -уровней энергий W1 , W 2 и W3 • 

2) Периодичность l{ристалличесrшй решетки обуславливает суще­
ствование между дозвОленными зонами запрещенных полос энергий. 
Поэтому электроны кристаллической решетки могут получать от 
первичных электронов только определенные значения энергий, соот­
ветствующие переходам электронов из одной энергетической зоны 
кристаллисrеской решетки данного твердого тела в другую. Значения 
этих энергий могут быть выражены формулой [2•3] 

h2 (2:rm ) 2 
W----- 8mrc2 . d ' (2) 
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г де h.- постоянная Планка, т- масса электрона, d- постоянная кри­
сталлической решетки и n2 = h2 + k2 + l2 (k, k и l- миллеравекие 
индексы соответствующих граней). Значения энергий этих элеr<тронов, 
вышедших в качестве вторичных, б у дут 

(3) 

г де B'f- работа выхода поверхности, из которой выходят вторичные 
электроны. 

Таким образом в функции распределения вторичных электронов по 
энергиям должны выявиться группы электронов с энергиями, соот­

ветствующими определенным значениям энергий е V1,m, что выразится 
в виде дополнительных максимумов- тонкой структуры в кривой 
распределения. р 

Целью данпой работы явJшлось тщательное исследование распре­
деления истинно-вторичных электронов по энергиям в диаnазоне 

0-30 eV. 
РезуJiьтаты иссJiедования некоторых явлений требуют для их 

объяснения nредположения о наличии дозволенных зон энергий элект­
ронов I{ристаллической решетки, отделенных запрещенными областями. 
К этим явлениям, например, относятся исследования тонкой струк­
туры непрерывного спектра рентгеновых лучей l4] и исследования 
тонкой структуры края поглощения рентгеновых лучей в кристаЛJш­
чесrшх телах [6- 7]. К этим же явлениям можно отнести исследования 
неупругого отражения первичных электронов при вторичной эмиссии. 
Как известно l8], при тщательном исследовании кривой распределения 
вторичных электронов в области энергий, близких к энергии nервич­
ных электронов, были найдены дополнительные максимумы, указы­
вающие на наличие среди вторичных электронов неупруго отраженных 

первичпых элеJ{тронов, потерявших часть своей энергии [9•10]. Теоре­
тические расчеты ПО!(азали, что потери энергии первичными электро­

нами могут быть обусловлены передачей части их энергии электро­
нам кристалличесr<ой решетки, необходимой для их перехода на 
более высокий энергетичесi<ий уровень l11]. 

Из большого числа исследований распределения инетинно-вторич­
ных электронов по энергиям (см. [12

]) JIИШЬ в двух имеются уr<азания 
на наличие добавочных мш<симумов. В работе [9J nри иссJiедовании 
молибдена и ниобия в кривой распределения, Iфоме основного макси­
мума, выявляются еще несколько слабо выраженных маr<симумов. 
Эти маr<симумы автор работы [9] объяснял фотоэффектом рентге­
новых лучей, возникавших при вторичной эмиссии. В работе l13

] 

указыва~тся на наличие тонrшй струr{туры в кривых распределения 
для молибдена, вольфрама и тантала, которая выражена еще слабее, 
чем в \0 ]. 

Все исследования распределения электронов по энергиям произво­
дИJIИСЬ на поликристаJiличесrшх объектах. Вследствие хаотической 
ориентировки кристалликов в nоликристаллическом образце будет 
иметь место усреднение энергетичестшх зон кристаJiлической решетки 
по данному направлению исследуемого образца. Это должно.,nривести 
к сглаживанию маi{симумов тонкой структуры, обусJювленных взаимо­
действием первичных электронов с электронами кристаллической ре­
шетrш. Для более отчетливого выявления тонкой структуры в !{ривой 
распределения вторичных электронов по энергиям целесообразно про­
извести исследования на монокристаллах. 

Для исследования распределения вторичных электронов по энер­
гиям применяется метод задерживающего электрического поля или 

. метод, основанный на анализе вторичных электронов магнитным 
nолем [9

•
13

]. При nрименении первого метода кривая расnределения 
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получаетсн путем чиСJrенного дифференцирования кривой задержки, 
что вносит значительные погрешности [14]. Метод, основанный на 
применении магнитного поJш, обладает большей точностью, но ему 
свойственен существенный недостаток, заi<лючающийсн в том, что 
.анализу может быть подвергнута лишь определепнан, ограниченнан 
часть вторичных электронов, выходящая из эмиттера в пределах 

определенного телесного угла, заданного конструкцией прибора. В дан­
ной работе применен метод с задерживающим э.r1ектрическим ПОJiем, 
свободный от вышеуJ{азанного недостатi<а и обшщающий большой 
точностью. 

На рис. 1 изображена принципиальнан схема установки. Кроме 
обычно применяющегося потенциала на коллекторе V,,, задающего 

+ 

Рис. 1. Принщrпиальная схема устаношен 

задерживающее поле в сферичесi<ом I<онденсаторе, наi<ладывается 
еще перемеННОС синусоидальное папряжение /). V1, С ПОСТОЯННОЙ аМПJIИ­
тудОЙ малой величины. Измерения вторичного тока i 2 гальванометром 
0 2 при различных значениях Vt, дают возможность получить обычную 
I<ривую задержки i2 = f(Vп) (рис. 2, кривая а). При данном значении 
Vп переменпае напряжение il V1; обуславливает появление переменной 
составляющей вторичного тока ili2 • Переменпая составляющая тока 
после усиления лампой Л измеряется ламповым вольтметром ЛВ 
{рис. 1). EcJIИ изменять потенциал rшллектора V1t на небольшие зна­
чения, то показания на ламповом воJrьтметре б у дут пропорциональны 
крутизне I<ривой задержки при данных значениях V1,. При достаточно 
малом значении амплитуды переменнога напряжения А V,t (менее 1 V) 
можно считать, что показания лампового вольтметра непосредственно 

дают значения точек r'ривой распределения вторичных электронов по 
энергиям (рис. 2, кривая б) [15]. При nрактическом осуществлении 
рассматриваемой схемы пришлось преодолеть ряд трудностей, свя­
занных с необходимостыо измерения малых токов сигнала (·~lо-н А) 
на фоне помех (.__,1о-о А) (более подробно см (15 •16]. 

2. Мы исследовали распределение вторичных ЭJiектронов для моно­
кристалличеСiшй плоскости меди ( 111) и поликристаллической меди. 
Для этой цели, после того как была оптическим способом опредеJJена 
ориентировка медного моноr<ристалла и намечены его основные кри­

сталлографические направления [17],' был вырезан диск диаметром 
ОJ{ОЛО 10 мм и толщиной 0,6-0,8 мм, поверхность которого совпа­
дала с указанной I<ристалличесi<ой гранью. После механической и 
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э.пектролитической поJrировки монокристаJIJIИЧеского и поJшкристалли­
ческого образцов они были вмонтированы в прибор. 

Прибор, находившийся в печке, подвергалея дJrительной откачке 
и при этом ловушки (обычно напоюrенные жидким воздухом) на­
гревались до комнатной температуры па время, достаточное дJIЯ 

а 

удаления водяных паров. ПосJrедующее 
обезгаживание производиJJОСЬ в течение 
четырех суток при температуре прибора 
до 450°С, металличеСiше части подвер­
гаJшсь дополнительному нагреву элект­

ронной бомбардировi<ОЙ и тоr<ами высо­
I<ОЙ частоты до темнокрасного свечения. 
ПocJre достижения высокого вакуума 
(менее Jо-н мм рт. ст.) прибор отпаиваJIСя 

v.· н и в специальных отростках распылЯJrся 

re·rтcp. 

rJ 

Исследовании методом диффракции 
медленных :теь:тронон поr<азали, что на 

моноr<ристаллических плоскостнх меди 

находилась пленка заrшси меди также 

моноr<ристаJIJrической струr<туры. При 
этом на основании монокристалла меди 

с шюсrшстыо (111) располагалась пленка 
Cu~O с плосrшстыо (111 ), параллеJJЬной 
основанию меди, а на поли}{ристалли-

~ ческой меди располагаJrась пол.vшристаJr­
лическая пленка Cu20. Рис. 2. а- ](jJИвая задержки, 

б-" 1\]Л/Вая распредеJiсния вторич­
ных ЭЛеiПJЮНОВ ПО ЭНерГИЯМ, I!O­
JJyчaiOЩ3i!CЯ непосредственно из 

иамерсннн по ЛВ по схеме рис. ·1 

В вакуумном приборе, которым мы 
по.тrьзовались, узкий электронный пучок 
диаметром 1,5 мм, выходящий из пушки 
(из тантала), падал перпеrщикулярпо на 
стоJIИК, представлюощий собой дисr~ из 

вольфрама диаметром 20 мм, расположенный в середине сферы ва­
r~уумного прибора диаметром 120 мм. На сфере был распьiJiеп поJrу­
прозрачный слой платины, служивший коллектором вторичных элект­
ронов. СтоJrик, на котором были уr~реплены образцы, подвергавшиесн 
ИССJ!СДОВаНИЮ, МОЖНО было ПОВОрачиваТЬ при ПОМОЩИ ЭJrекrромаГНИ­
ТОВ извне и устанавливать в положении, необходимом дJIЯ измерений 
с данного образпл. Для удаления с поверхности образца, подвергав­
шегося исследованию, адсорбированных молекул остаточного газа 
предусмотрена подогревная нить накала внутри столика. Температура 
измерялась при помощи термопары. Исследования изменений контакт­
ных потенциаJIОВ с изменением температуры пот<азали, что nри тем­

пературе 450°С адсорбированные моJrеi<улы остаточного газа у даляютсн 
с исследуемого образца. 

Схема измерений приведсна в работе [15 ] на рис. 2. Измерения 
производились через один вольт задерживающего потенциаJiа Vlt· 
Значение переменной составляющей задерживающего потенциала ~ V,, 
было 0,5 V. 

При измерениях nроизводилась компенсация магнитного поля зем­
ли двумя катушками диаметром в 1 м. Все измерения производились 
в ночное время, когда уровень nомех бьrл наиболее низким и оставаJI­
ся постоянным за все время измерений. Погрешность измерений в этих 
условиях была менее 2%. 

На рис. 3-7 приведены полученные Э}{Спериментально кривые 
распределения вторичных электронов по энергиям (кривые а) и !фИ­
вые задержки вторичного тока (кривые б). На рис. 3 приведены кри­
вые, полученные дJIЯ монокристаллического образца nри энергии 

' ' . 
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Рис.. 3. Кривые, полученные для моноiсристаJI­
JШчес~~ого образца Прl! Vp = !100 V И при !СОМ~ 
натнон температуре; а- J(j1ИB<IЯ распредеJJе-
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Рис. 5. Кривые, полученные для моно­
кристалличесiсого образца при VJ, = 70 V 
и при t = 450° С; а- кривые распреде­
ления, б- кривая задержки. Стрелки 
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Рпс. (), Кривые, полученвые для мo­
HOKJJИCT~JJJ!I!чeci<oгo образца при 
VP = 140 V и при t = 450° С; а- кри­
вые распределения, б- l{ривал за­
дерлши. Стрелки уi(азьшают nоложе-

вне вычнсJЮJШЫХ максимумов 

первичных электронов Vp = 400 V при комнатной температуре, на­
рис. 4-крИВ/ЫС, ПОЛуЧеННЫе ДЛЯ ПОЛИКрИСТаЛJIИЧеСI{QГО образца ПрИ 
Vp = 140 V и при температуре 450°С. На рис. 5, 6 и 7 даны кривые, 
полученные для монокрисrаJiлического образца при температуре 450оС 
и при Vp = 70, 140 и 400 V, соответственно.· 

В приведеиных кривых распредеJiения для монокристаллического 
образца, ПОJiученных при температуре 450°С (рис. 5-7, кривые а), 
кроме основного максимума, можно усмотреть наличие тонкой струi{­
туры в виде хорошо заметных изгибов, очевидно, обусловленных 
дополнительными максимумами. Таких изгибов нет в кривых распре­
деления, полученных для полю{ристаллического образца (рис. 4, а) и 
для монокристаллического образца при комнатной температуре 
(рис. 3, а). 

3. Переходи к обсуждению полученных результатшз, прежде всего 
следует отметить, что все кривые распределения, а также кривые 

задержки, должны быть смещены в сторону б6льших значений v,t, 
т. е. вправо, из-за наличия контактной разности nотенциалов между-
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образцами закиси меди и I{оллектором (платина). ECJrи принять зна­
чение работы выхо'да для платины 6 eV, для полrшристаллической 
закиси меди 5,4 е V [18 ] и для монокристаЛJшчесrшй: закиси меди 
с поверхностной шюскостью (111) согласно нашим исследованиям 
5,6 eV, то иривые должны сместиться примерно на 0,5 V. Следует 
таюке отметить, что в обJrасти положительных V,,, бJrизких к нуто, 
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Рис. 7. I\ривыс, ПОJiучсшJЫе для мтю­
:!(ристаллического образца при \lp = 
·=400 V и · пprr t = 450° С; а - нривыс 
распределения, б- !(ривая задерЖ[(Н. 

Стрел1ш указьшают поJюжешш вычис.­
Jrенных максимумов: первая, третья и пя­

:гая (считая CJreвa) дJШ решетки Cu20, 
остаJrьпые-дJiн решетки Cu 

ординаты кривых распределения 

преувеличены вследствие резко­

го изменения вторичного тока с 

коллетпора с изменением V1, [ 14]. 

Все кривые на рис. 3-7 изобра­
жены без учета контактной раз­
ности потенциалов. 

Положение основных макси­
мумов в кривых расnределения, 

полученных для монокристалли­

ческого образца nри температуре 
450°С,незначительноразличаются 
в зависимости от энергии пер­

вичных ЭJiеrпронов. С увеличе­
нием Vp положение основного ма­
ксимума в кривых распределения 

незначительно смещается в сто­

рону меньших значений энергий: 
вторичных электронов (рис. 5-
7). С повышением энергии nер­
вичных электронов возрастает 

выход истинно-вторичных элек­

тронов больших энергий. Так, 
например, при Vp = 70 V выход 
вторичных ЭJJектронов с энергией 

в 22 V составляет ,__,2% от числа электронов с энергией, соответст­
вующей максимуму в кривых распределения, при VP = 140 V ,..._,6% 
и при Vp = 400 V ,__,13%. 

В кривых распределения для поликристаллического и моноrфи­
сталлического образцов, полученных при одинаr{овых Vp (140 V) и 
температуре 45Оос, основные максимумы расположены при одинако­
вых значениях V,, (рис. 4 и 6). Кривая распределения и кривая За­
держки, полученные с монокристаллического образца при комнатной 
'Температуре (рис. 3), отличаются от соответственных кривых, полу­
ченных при температуре 450аС (рис. 4-7). Максимум кривой: расnре­
деления, полученной при комнатной температуре, значительно смещен 
в сторону положительных значений V1, ( V1tm .--.,.,4 V) и, соответственно, 
насыщение кривой задержки наступает при больших положительных 
значениях V1,. Измерения при комнатной температуре и при 450°С 
производились при достаточно малых интенсивностих электронного 

пучка, исключающих наличие объемных зарядов. Поэтому появление 
насыщения в кривых задержки, полученных при комнатной темпера­
туре при сравнительно больших положительных значениях Vh, не 
может быть объяснено влиянием объемных зарядо:s. 

Остается предположить, что при пониженин температуры от 450°С 
. до комнатной среди вторичных электронов появляется довоJrьно 
знаЧительная группа электронов, для выхода которых необходимо 
приложить ускоряющее поле- электроны с <<недостаточнымИ>> энер­

гиями (см., например, [19]). Согласно нашим исследованиям, коэффи­
циент вторичной эмиссии с монокристаллической плоскости закиси 
меди (111) nри пониженин температуры в указанном диапазоне воз­
растает всего лишь на 3% [20]. Отсюда можно заключить, что группа 

~:)!/;' 

~~~~------------------------------------------------------------------~--~--~~~1V 
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вторичных электронов с «недостаточными» энергиями, появляющаяся 

при поиижении температуры образца до комнатной, образуется за 
счет вторичных электронов других энергий. Это заr<лючение пОk 
тверждает рис. 8, на котором приведена разность значений ординат 
кривых распределения, полученных при Vp = 400 V при комнатной 
температуре (рис. 3, кривая а) и при 450°С (рис. 7, I<ривые а). Из 
рис. 8 можно видеть, что при поиижении температуры от 450°С до I<ОМ­
натной выход вторичных электронов с «недостаточной» энергией воз­
растает, а выход вторичных эJrектронов маJrых энергий уменьшается. 
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Рис. 8. Разность значений: ордннат !(ривых распределе­
ния, полученных для мопОI{j)НстаJIJIИЧеекого образца при 
VP = 400 V при компатной температуре (рис. 3, I<ри-

вая а) и при 450° С (рис. 7, !(ривые а) 

Изменение свойств эмиттера при попижении его температуры 

с 450°С до rшмнатной в основном сводится I< осаждению MOJiei<yл 
остаточных газов на его поверхность. Из полученных данных 
сJrедует, что слой молекул остаточных газов затрудняет выход вто­

ричных электронов малых энергий (до 6 V). 
4. Переходя к обсуждению результатов, связанных с наличием 

ТОНI{ОЙ стру!{туры в r<ривых распределения вторичных ЭJiектронов по 
энергиям, полученных дJШ монокристаJrлического образца, следует 
отметить следующее. 
Мы производили измерения на монокристаллиtiеском и на поли­

!{ристаЛJrическом образцах при одинаковых условил:х, в одном и том 
же вакуумном приборе и при одинаковой температуре ( 450°С). Сле­
довательно, все побочные эффекты, в частности неизбежный при 
данной методике вторичный ток с кол,JJеюора, должны сказываться 
одинаково Б обоих случаях. В I<ривых распределения, полученных 
для монокристаллического образца, кроме основного максимума, 
имеются явно выраженные изгибы (рис. 5-7, I<PИIJ3Ыe а), а в кривой 
распредеJiения, полученной с поликристаллического образца при тех 
.же условиях, изгибы отсутствуют (рис. 4, кри'Вая а). Поэтому следует 
считать, что эти изгибы вызваны не побочными эффектами, а вторич­
ной эмиссией с самого монокристаллического образца. Изгибы в кри­
вых распредеJrения, очевидно, обусловлены дополнительными макси­
мумами. Следует отметить, что отсутствие дополнительных макси­
мумов- в I{ривых распределения, полученных для полит<ристаллического 
образца в исследуемом диапазоне энергий вторичных электронов, 
указывает на то, что электроны Оже не ответственны за появление 
этих максимумов, так каi< выход электронов Оже не зависит от 
кристаллографического направления. Остается предположить, что 
дополнительные максимумы, найденные в кривых распределения для 
монокристаЛJшческого образца, обусловлены электронами кристалли­
ческой решетки, получившими от первичпых электронов достаточную 
энерrию для перехода из заполненной энергетичесi<ой зоны в различ­
ные дозволенные зоны. Энергия таких электронов е Vttm может быть 

4 ЖЭТФ, :N!! 2(8) 
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1Зычислена по формулам (2) и (3). Для трех первых зон {100), (110) и 
(111) Cu20 энергии .eVhm имеют значения 2,7, 11 и 19,3 eV, соответ­
ственно. При вычислении е Vhm мы приняли работу выхода для пла.:. 
тины 6 е V, для поликристалличесl{ОЙ закиси меди 5,4 е V (18}, а дJIЯ 
монОI<ристалличесr,ой nлосr<ости закиси меди (111) при 450аС, согласно 
нашим исследованиям, значение 5,6 eV. Стрелюr на рис. 5-7 уl{азы­
вают местоположение теоретичесrш ожидаемых максимумов Vhm· 

Экспериментальные максимумы тонкой структуры в кривых рас­
nределения для монокристаллического образца, полученных при 
Vp = 70 V и Vp = 140 V, удовлетворительно соответствуют теорети­
чесrш вычисленным значениям энергий электронов решетrш закиси 
меди, вышедших в касrестве вторичных (рис. 5,6). Однако в экспери­
менталыrых кривых распределения для монокристаллического образца, 
полученных при Vp = 400 V (рис. 7, кривые а), имеется изгиб кривых, 
соответствующий Маi{Симуму при Vh = 6 V, не совпадающий ни 
с одним из вычисленных значений V1tm для Сн20. 

Согласно исследованиям [21- 23], толщина nJreюш Сп20, образовав­
шейся на плоскости (111) монокристалла меди, при комнатной темпе­
ратуре и в атмосфере воздуха порядr\а 15 А. Естественно предполо­
жить, что первичные элеrпроны с энергией в 400 V имеют достаточный 
пробег, чтобы проникнуть сквозь плею<у Сп20 в решетку меди, и 
что указанный максимум обусловлен электронами кристаллической 
решетки меди, получившими энергию от первичных электронов, до~ 

статочную для перехода в дозволенные энергетичесrше зоны решетrш 

Cu и вышедшие в виде вторичных электронов. Вычисленные значения 
энергий вторичных элеr(тронов для решеТIШ меди для трех зон (100), 
(110) и (111) имеют значения 6, 17,6 и 29,2 eV, соответственно. Как 
видно из рис. 7 (кривые а), значение 6 eV хорошо совnадает с экспе~ 
риментальным значением 6 eV, а значение 17,6 eV- с эисперимен­
тальным значением 18,5 eV. 

Таким образом из наших экспериментальных данных следует, что 
некоторая незначительная часть вторичных электронов nредставляет 

собой электроны кристаллической решетки, получившие от первичных 
элеr{тронов определенные значения энергий, соответствующие переходу 
электронов из одц:ой энергетической зоны кристаллической решетr<И 
в другую. Энергии, при r<оторых появляются дополнительные макси~ 
мумы в кривых распределения, совпадают со значениями энергий, 
вычисленными согласно теории Вятскина [2

]. Этим подтверждается 
существование вышеуказанного механизма потерь энергии первичных 

электронов, рассматриваемого в теориях вторичной элеr{тронной эмис-
сии Вятскина [2] и Вулдриджа [3]. . 

За большую помощь при наладке схемы и при измерениях выра­
жаю благодарность Л. М. Раховичу. 

Выво.ды 

1. В кривых расnределения вторичных элеюронов по энергиям, 
nолученных для монокристаллической плоскости (111) заrшси меди 
на мо!fокристалличесr<ой меди nри температуре 450°С, кроме основ­
ного максимума, обнаружено несколько дополнительных максимумов. 

2. В кривых распределения, полученных для поликристаЛJшческой 
закиси меди на меди при температуре 450°С дополнительные максИ:­
мумы не обнаружены. 

3. Положение основного максимума в кривых распределения, no­
Jiyчeiшыx для монокристаллического образца при температуре 450°С, 
:несколько смещается в сторону меньших значений энергий втори<шых 
элев:трояов с увеличением энергий первичных электронов от 70 да 
400 v. . . 
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4. Вторичные электроны, обусловившие появление дополнительных 
максимумов, представляют собой электроны !{ристаллической решет1ш, 
получившие энергию от первичпых электронов, достаточную для 

перехода в разрешенные энергетические зоны, расnоложенные выше 
уровня Ферми. 
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ДИЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПРОНИЦАЕМОСТЬ ПЛАЗМЫ, НАХОДЯЩЕЙСЯ 
В СТАЦИОНАРНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ 

М. Е. Герцеt-tштейн, 

Вычисляется тензор комплексной диэлектрической проницаемости ЭJIС!Пронного 
газа с учетом теплового движения электронов. 

Электромагнитные процессы в элеr<тронном газе (шшзме), находя­
щемся во внешнем магнитном поле, представляют большой интерес 
для радиофизиr<и и астрофизики. Этим воrтросам посвящен ряд теоре­
тических работ [1- 5], в r<оторых исследуются законы дисперсии раз­
Jrичных плоских BOJIН. В нашей предыдущей работе [6

] было показано, 
что задача о распространении волн в элеr<тронной пJшзме может 
быть сведена r< формальной элеr<тродинамике, есюr ввести диэлеr<три­
ческую прошщаемость плазмы е, зависящую от пространствеиной и 
временн6й струтпуры поля волны -частоты oJ и волнового ветпора k. 
Б работе [6] была вычислена диэлеr<Тричесr<ая проницаемость ЭJiект­
ронной плазмы при отсутствии постоянных внешних полей; в настоя­
щей работе вычисJrяетсл е для плоских волн, распространяющихся 
в однородной анизотропной плазме, находящейся в постоянном одно­
родном магнитном поле напряженности Н0 • Предполагается, что 
постоянных элеr<тростатичесюrх полей нет. Под r<омплексной дИЭJiект­
рической проницаемостыо в понимается, rшr< обычно, отношение ком­
плеr<сных амплитуд ·плотности полного тоr<а (i(t) f 47t) Е+ j к току 

.смещения (ioJ /47t) Е, г де j --плотность тоr<а проводимости, i = V- 1. 
Исходным в работах [1- 41 является липеаризованное кинетичесr<ое . 

уравнение для электронов без интеграла соударений: 

дер е [ е 
дt + v gradr rp + mc vH0] g·radv 9 = - m NE gradv f 0 • (1) 

Здесь <р = rp(r, v, i)- ОТI<Jюпепие фунrщии распределения элеr<тронов 
по скоростям от равновесной j 0 , вызванное персменным элеr<триче­
сrшм полем волны Е ( 9 ~/0); действием перемениого магнитного ПОJIЯ 
волны пренебрегаем; N- r<оrщентрация электронов, е, т- соответ­
ственно заряд и масса элеrпрона, f 0 (v)- равновесная фунrщия распре­
деления электронов по скоростям в постоянном магнитном noJre, опи­
сывающая движение электронов плазмы без воздействия переменных 
полей. Пусть поJюжителыюе направление оси z совпадает с направ·· 
леннем магнитного поля. Тог да, каr< известно, 

(2) 

Конкретный вид произвольной функции F должен быть определен 
из добавочных условий неэлектродинамичесr<аго характера ['J. Если 
в систем.е имеет место термодинамичесr<ое равновесие, то f(v) будет 
фунrщиеи распределения Маr<свелла. Все проведеиное ниже исследо­
вание справедливо для любой фунrщии F (для состояния плазмы, 
далеr<ого от температурного равновесия). 

: 

:'!\~' 
::UJ 

-.,., .. ----------------------------------------
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Рассмотрим действие на элеr<трон переменнога электричесr<оrо 
ПОЛЯ ПЛОСI<ОЙ ВОЛНЫ 

Е (r, t) = Е0е 1Ф (r, t), ~ = u>t - kr, (3) 

где ф- фаза ВОJ!НЫ. Величины ш и k могут быть I<омплексными. 
Строгие решения <p(r, v, t, Е, Н0 , (J)' k) уравнения (1) при наличии 
постоянного магнитного поля Hn ==F О, I<огда переменное элеr{Трическое 
поле выражается формулой (3), приведенные в работах [1- 4], очень 
громоздки и неудобны для исследования. Поэтому в настоящей ра­
боте для вычисления е применен другой метод, нескольr{О менее 

. строгий, но бoJree наглядный. Исходными при вычислении являются 
уравнения движения элеr<тронов: 

dvldt=(elт)E(r(t), t)+(elme)[v(t)H0 ]; drldt=v(t), (4) 

г де r (t), v (t)- r<оордипата и ст<орость вьrделенного ЭJrектрона в мо­
мент времени t [8]. Так r<ar{ амплитуда перемениого элеrпричес!{ОГО 
поля считается настольr{О малой, что законно линейное прибJrижение, 
то при вычислении r (t), v (t) в правой части уравнения ( 4) достаточно 
учесть толы< о постоянную составляющую скорости элеюронов. Обьш­
новенные уравнения ( 4) являются хараюеристиr<ами кинетического 
уравнения в частных производных [9

], поэтому примененный нами 
метод математически эr<Вивалентен решению уравнения (1). Как и в 
[ 6], соударения элеr<тронов с молекулами нейтрального газа и ионами 
не учитываются. 

Сначала приведем известные формулы [10] для случая, т<огда теп­
ловым и упорядоченным движением электронов можно пренебречь. 
Без нарушения общности можно считать r (t) =О, и следовательно, 

ф = щi. (5), 

Выпишем уравнения ( 4) в координатной форме: 

dvz 1 dt =(е 1 m)E.ze 1 Ф; 

dvx 1 dt =(е 1 т) Е. .. е 1Ф +(е/ те) H0vy; 
dvy 1 dt =(е 1 т) Еуе1Ф- (е 1 те) H0vx. 

Согласно формуле (6), на I<олебаниях электрона вдоль оси 
ное поле не ст<азывается; для r<омплеr{сной амплитуды 
имеем 

Vz =(е 1 mi(J)) EzeiФ. 

Если ввести комплексные r<омбинации [10
] 

~± = v ... + ivy; F ± = Ех :'r::. iEy, 

то система уравнений (7) примет вид 

(6) 

(7) 

z магнит­
сr<орости 

(81 

(9) 

(d~±ldt)+iЩ±=(efт)F±e1Ф; 0=Н0 (еfте), (10) 

где 

или 

в обеих частях равенства одновременно нужно брать или верхний 
нижний знаr<. Из уравнения (10) легко получаем 

е е 1 т F IФ 
± = i ((J) + .Q) ±е . (11) 

Пользуясь соотношениями (9), перейдем от величин ~± I< r<омплексным 
амплитудам r<олебательной скорости v ... и Vy. Полученные результаты 
удобно записать в матричной форме: 
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1 
о о 1 (Ez ) (vz ) (оо. 

1v·{=~Jo 
(1) ю 

.t 1/ll 1 (J)2- (.!2 ro2-.Q2 ( 1Ех~· (12) 

t•uyJ to ю _oo_J t Е~} 
(J)2- (.!2 ro2 _ ,02 

Как известно, переменпая компонента тока проводимости равна 

j = eNv~. (13) 

Поэтому, пользуясь выражениями (12) и (13), для тензора диэлеюри­
чесrюй проницаемости Е окончательно получаем 

1 
о о 

( ro2 ) 

Е= 1- (J)~ i о 1 ю 

ro2 ~ ,Q2 r ' (14) (J)2- ,02 (1) 

t о ш 1 1 J -- ro2 _ ,02 ro2 _,аз (J) 

г де ю0 = V 4Тi.e2N J т -частота лэнгмюровских колебаний плазмы. Из 
формулы (14) видно, что при ш = 0., Е= оо, т. е. имеет место резо­
нанс на гиромагнитной частоте. 

Формулы (5)- (14) получены в предположении отсутствия теплового 
и упорядоченного движения элеr<тронов; теперь необходимо учесть 
это движение. При отсутствии переменнога поля волны электроны 
движутся по спирали, их постоянная составJrяющая скорости равна 

{Vz ) { U ) 
v = { Vx ~ = V cos Щ ~; и = Vz, V = у v2 + v2. 

tvy} vsiпЩJ ·• У 
(15) 

Как видно из формулы (15), св:орость выделенного элеюрана меняет­
ся со временем, поэтому применение термина <<nостоянная составляю­

щая СI{Оростю> несr<олыю неудачно. Тем не менее мы будем пользо­
ваться этой общепринятой в радиофизит<е терминологией (11, 12], пони­
мая слово <<nостоянное» в cмьrcJre «не зависящее от высоr{очастотного 
поля волны>>. Интегрируя (15) по . времени, для радиуса-веrпора 
электрона имеем 

r(t)= !cv/Q)::nnt ) ; 
t-(v/ЩcosO.i 

постояirные интегрирования опущены. Согласно формулам (3) 
для фазы поля, действующего на электрон, имеем 

1 = Ф[r (t), t] = ( ю- ~и) t- (kv J .Q) siп (.Qt + 3), 

(16) 

и (16), 

(17) 

r де k = V k; + k~, ~ = kz, 3 ""7' угол между проеrщиями волнового 
вектора k и элеюроиной св:орости v на перпендит<улярную магнитно­
му полю плоскость хоу в момент времени t = О. Для частоты силы, 
действующей на элеr{трон, имеем 

ш' = dlji J di = u) ~·~и-:- kv cos (O.t + 8). (18) 

. . 

IOJ" 
1 
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Татсим образом мгновенная частота силы, действующей на элеrпрон 
со стороны переменнаго поля волны, не совпадает с частотой поля 
в неподвижной системе координат и не является постоянной. Введем 
систему координат, движущуюся вместе с электроном; о/ является 
мгновенной частотой поля в подвижной системе координат. Kai< видно 
из формулы (18), в системе координат, связанной с движущимся 
элеr<Троном, имеет место частотная модуляция поля волны. Частота 
модуляции совпадает с гиромагнитной частотой Q, Неинерциальность 
подвижной системы координат не имеет значения, так как исходные 
уравнения (4) выписаны дJIЯ неподвижной системы координат. 

Для нахождения движения электронов перейдем от частотно-моду­
лированных колебаний к их спектру. Воспользовавшись известным 
соотношением из теории бесселевых функций: 

ехр {- i (~v) sin (Qt + а) } = 2} ln (- ~) ехр {i (nQt + nt3)}, 
rt 

получаем 

Е 0 ехр {iф [r (t), t]} = Е0 ~ ln (- ~v) ехр {i [(ro- ~и+ nD.) t + nt3}}. (19) 
rt 

Следовательно, в спектре силы, действующей на электрон, будут 
представлены частоты 

юп =а>- ~и+ пQ; - оо < n < + оо. (20) 

В случае, ко г да частота действующей: на электрон силы совпадает 
с частотой колебаний электрона в магнитном поле 

{О для Ez, 
О) - (21) 

rt - + Q для Е.'(; ·и Еу, 

имеют место резонансные явления. 
Подставляя (19) в (4) и повторив выкладr<и (6)- (12), мы видим, 

что в формуJrе (12) необходимо произвести замену: 

(J) ---7 о>11 (v) = oJ - ~и + пО (22) 

И для r<акоrо-либо выделенного электрона для переменной к·омпоненты 
сr<арости, r<ai{ функции времени, имеем 

(23) 

где матрицы Сп равны 
1 

о о 
{ oo,t ) 

Сп=~ О 
oo,t UJ. l (24) 

002- (22 00~- [12 ( • 
/1 

t о -Ю ().}11 • J 
002_ (22 wz _ .Q2 

n . . /1 

В формуле (23) амплитуда переменной составляющей скорости элеi{Т­
рона зависит только от времени t. Для дальнейшего нам необходимо выра­
_зить эту зависимость также и от фазы nоля в точке, г де находится 
рассматриваемый электрон. Используя {17), легко получить, что 

У~ =,:i eiФexp{i(~)sin(Ot+a)}2}111 (-~v)exp{in(nt+o)}CпE, (25) 
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и, снова используя свойства бесселевых функций, имеем 

v ~ = n:i еiФ :L} 2} }rz (- ~v) J s (~v) ехр {i(s+n) Щ} ехр {i(s+n) о} СпЕ0 • (26) 
/1 .~ 

При усреднении v~ по углу о слагаемые при n + s =/=О обращаются 
в нуль, двойная сумма сводится к простой; следО'ватеJrьно: 

v~(r, t)= ,:i eiФ(r,t)~J~ (~v)C,zE 0 • 

Введя обозначение 

А (ш, k, v, Q) = ~J~ (~v) Сп (шn, v), 

запишем формулу (27) в следующем виде: 

v (r t) = ~ А (ш k) Е0еiФ (r, t). - ' mt ' 

(27} 

(28) 

(29} 

Отметим различие между формулами (23) и (29}: в формуле (23) рас­
сматривается переменная rюмпонента скорости какого-либо определен­
ного эJrектрона, как фушщия времени, независимо от nоложения этого 
электрона [В]. Наоборот, в формуле (29) рассматривается веюорное 
поле nеременной составляющей скорости v_ (r, t), как функция I{ООр­
динат и времени. В данной точr<е пространства в различные моменты 
времени эта скорость обусловлена колебаниями разJшчных элеr<Тро­
нов. Матрица А зависит от постоянной компоненты сrшрости эле!{Тро­
на, !{ак от параметра. 

Обратимся вновь к разложению (19). Пользоваться им у д об но толь­
I{О в том случае, когда при вычислении необходимо удержать лишь 
небольшое число резонансных сJшгаемых. Исходя из аналогии с тео­
рией r<олебаний [13

], это будет в случае, когда 

(30) 

г де 't - время релаксации системы для рассматриваемого процесса. 

При слабых магнитных полях, rшг да (30) не выполнено, пользование 
разJюжением (19) неудобно ввиду плохой сходимости ряда, а праве­
денное ниже качественное исследование теряет силу. Для слабых ' 
магнитных полей, IСогда выполнено противоположное неравенство: 
0.1: ~ 1, годится другое приближение-можно рассматривать в форму­
ле (18) ro' IСак медленно меняющуюся частоту и, следовательно, 
в формуле (16) произвести замену 

(J) -----7 (j)- ~и,-- kv cos (Щ + о) (31) 

и усреднить по углу 8. Этот случай мы рассматривать не будем. 
Перейдем к следующему этаnу вычислений: необходимо, исходя 

из формулы (29), вычислить ток · проводимости. Определим сначала 
фунrщию распределения. Те элеi<троны, которые при ншrичии волны 
имеют С!{Орость v, имели бы при ее отсутствии с1юрость v ·- v~·· 
число их равно Nj0 (v- v ~)· Поэтому и функция распределения при 
наличии волны будет Nj0 (v- v J. Для изменения функции распреде­
ления <р, вызванного волной, имеем в линейном приближении . 

<р = Nj
0 
(y-v J- Nf0 (v) =- N(v ~ 'V\)/

0 
(v). (32) 

' ' 

-···· ------------------------------------·-
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Вычисляем переменную компоненту тока проводимости: 

j =е~ vr.pdv=- eN~ v(v_ \1 v)f
0 

(v)dv. (33) 

Запишем (33) в координатной форме: 

ja=-eN~vav~д:r. f0 (v)dv= 

= - eN ~а~,, VaV-p/o (v) dv + eN ~fo (v) д~r,>. VaV[j dv. (34} 

Первое слагаемое в (34) равно нулю, так как интеграл может быть. 
преобразован в поверхностный. Таким образом 

j = eN ~ fu (v) {v _ + v divv v _) dv. (35} 

Выясним физический смысл поJJученного результата. Известно, что 
при наJJичии постоянной составляющей СI<орости v0 ток проводимости 
j состоит из двух компонент ["· 11, 12]: 

(36) 

г де р0 = eN- nостоянная и р.-.- переменная компонента nлотности 
электронного заряда. Первое слагаемое в (35) есть р0 v~, второе- р,_. v0 • 

Поскольку различные эJrектроны имеют разJJичную скорость, то в (36} 
произведено усреднение при помощи функции распределения. Введя 
оператор В: · 

В= {Ва(3}; Bar> = Оа[> + Va дд , 
vf3 

(37} 

запишем выражение для тока в следующей форме: 

j =eN)f0 (v)Bv_dv. (38} 

Заметим, что формулы (37), (38) справедливы для любой простран­
ственно-временпой структуры поля и несднородной nJJaэмьr в. любых 
стационарных полях. Пользуясь (29), выразим тоr< проводимости через 
nоле 

j = е;~ (~fo (v) BAdv) Е0е 1 Ф (39} 

и окончательно для диэлеr<трической проницаемости имеем 

s = 1 ....: (ш~ / ш) ~fo (v) BAdv. (40) 

Легко проверить, что при отсутствии магнитного поля 

е Е v -- . 
"' - mi (oo-kv) ' (41} 

и формула (40) совпадает с результатами работы l 6
]. 

При вычислении s следует учесть, что при резонансе, ко г да вы~ 
nолнено условие (21), подинтегральное выражение обращается в беско7 
нечность, и интеграл теряет смысл. Поскольку мы интересуемся толыю 
колебаниями элеr{тронов, вызванными полем волны, а не какими-либо 
другими nричинами, то следует положить 

1 = Ima>< О. (42) 



186 М. Е. Герценштейн 

Таким образом поле Е и ток j исчезают при t =- оо, и автоматически 
исключаются процессы, не связанные с волной. В окончатеJrьном резу ль­
тате необходим предельный nереход '1 ___".О. Этот вопрос nодробно разоб­
ран в работах [6• 14• IБ]. Предельный переход в случае распространяю­
щейся ·монохроматической волны ЭI{вивалентен деформации контура 
интегрирования и приводит к появлению в выражении для в добавоч­
ных членов, обусловленных вычетом. 

1 
r 

~ 

Нахождение закона дисперсии электромагнитных волн в средах 
с тензорной диэлектрической проницаемостыо представляет собой до­
вольно сложную математичесr{ую задачу. Качественные результаты 
_можно получить, исходя непосредственно из выражения для s. При ~ 
фиксированных <о и k тензор диэлектрической проницаемости может 
быть представлен в виде суммы: 

е (OJ, k) = Е 1 (ю, k) + i82 ((J), k), ( 43) 

где 81 (ro, k), s2 (о>, k)- самосопряженные тензоры. Если 82 ЕЕ*=/== О, то 
.имеет место обмен энергией между волной и средой, в которой она 
распространяется. Наличие антиэрмитовой части 8 в CJryчae распрост­
раняющейся монохроматичесrшй волны обусловлено вычетом. Я:сно, 
что в случае температурного равновесия в силу второго начала термо­

динамики все г да имеет место диссипация энергии волны, о:2 ЕЕ*< О, 
u самовозбуждение невозможно. 

Для распространяющейся волны s1 ЕЕ*> О; наоборот, при s1 ЕЕ*< О 
волна отражается, не проникает в плазму; соответствующая частота, 
волновой веi{ТОр и поляризация являются запрещенными. В работе [4] 

,утверждается, что существуют щели в спектре- полосы из запрещен­
.ных частот, кра'l'НЫХ гиромагнитной частоте: 

(44) 

Займемся разбором этого утверждения. Отражение волны вызвано 
резонансными эффектами (21). Так как, согласно форму л е (20), частота ш' 
.зависит от и= Vz, различной для раЗJшчных электронов, то для того, 
чтобы резонансные эффекты имели место для всех электронов, необ­
ходимо выполнение перавепства: 

(45) 

т де Uo- средняя величина разброса z-компоненты скорости электронов. 
Вклад высших гаомоник, согласно (28), пропорционаJrен величине 

J; (kv 1 .Q) Сп, усредненной по всевозможным элеюранам при помощи 
функции распределения. Для грубой оцеfrки можно заменить эту ве­
личину через 1; (kv 0 1 О) Сп, г де Vo -.среднее значение скорости в 
ллосr<ости хоу. Чтобы интенсивность высших гармоник была веJшка, 
необходимо выполнение условия 

(46) 

где a.n- аргумент функции Бесселя, при котором J; (а.) максимально. 
Для nлазмы, находящейся в температурном равновесии, u0 ,._, v 0 • · Иссле­
дуем совместность условий резонанса на обертонах (45), (4.6). Усло­
вие (45) заведомо выполняется в случае сильных полей, Q ___". оо, в то 
время как ( 46) дает 

(47) 

' . 

..,. 

1 
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следовательно, в сильных полях влияние высших гармоник ничтожно. 

Это связано с тем обстоятеJхьством, что при увеличении напряжен~ 
ности поля радиус спирали, по которой движется электрон, умень~ 
шается и, становится меньше длины волны. Поэтому для совместности 
(45) и (46) необходимо, чтобы было ~ <.::; k- угол между напраВJJением 
распространения фазы волны и магнитным полем бьт близок I< пря~ 
мому. Используя (44), дJIН таких волн выразим аргумент функции 
Бесселя через фазовую сr<орость волны 'VФ: 

kv0 <U V 0 . V 0 
О= 1Г vФ =т v;,.._,an; ~~/г. (48) 

Следовательно, для возникновения щелей в спектре плазмы необхо~ 
димо, чтобы на частоте, кратной гиромагнитной (44), фазовая скорость 
была одного порядка с тепловой скоростыо движения электронов: 
'V 0 fvФ d:-1. 

В электронном газе могут распространяться разJшчные типы волн; 
чисто элеr{тродинамичесr<ую природу имеют радиоволны и плазмен~ 

ные волны. Так как, согласно (44), при резонансе на кратных часто­
тах (JJ > 0., то фазовая скорость радиоволн превышает скорость света. 
Воспользовав:шись (46), (47), имеем 

(49) 

влияние высших гармоник совершенно ничтожно. 
Рассмотрим теперь плазменные волны. Закон дисперсии плазмен­

ных BOJIH сильно зависит от вида фунrщии распределения и магнит­
ного поля, фазовая скорость в несrюльн:о раз больше тепловой. В силу 
условия (44) можно считать, что, как и в отсутствие магнитного поля, 
частота распространяющихся плазменных волн близка к лэнгмюров­
ской w0• Поэтому для существования щелей в спектре плазменных 
волн необходимо, чтобы 

' .• ~·'7 (50) 
l >Ш):с 

У слови е (50) связывает электронную концентрацию и напряженность 

магнитного поля; выполнение его маловероятно. 

Неэлектродинамичесi<ую природу имеют звуrювые волны в тяже­
лом молекулярном ионизованном газе, сопровождающиеся электриче­
сrшм полем: Для этих волн фазовая скорость близr<а к скорости звука 
в молекулярном газе (16], т. е. по порядr<у величины совпадает с теп­
ловой сi<оростыо молекул газа. Для изотермичесrшй плазмы имеем 

(51) 

поэтому явJrения, связанные с резонансом на кратных частотах, могут 

быть довольно значительными. 

Выводы 

В работе вычислен тензор диэлектрической проницаемости плазмы, 
находящейся во внешнем стационарном магнитном поле. Показано, что 
в системе координат, связанной ·с дв:ижущимся элеr<троном, поле мо:но­
хромаmческой плоской волны ок·азываетсячастотно-модулированным, бла­
годаря чему возникают резонансные эффекты на высших гармониках. 

Дан критический разбор утверждения работы [4] о существовании ще­
лей в спектре колебаний плазмы на частотах, кратных гидромагницюй. 
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Показано, что для существования щелей необходимо выполнение до­
вольно жестких условий ( 45), ( 46). Исследование этих условий показы­
вает, что в спектре радиоволн щели отсутствуют. 

Повидимому, наиболее благоприятные условия для резонанса н2t 
кратных частотах имеют место в волнах I-Iеэлектродинамической при­
роды, например, в звуковых волнах в ионизованном газе. 

Автор вы1ра:жает свою 'благодарность В. В. Потемкину за интерес­
ные замечания по работе. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ СКОРОСТИ РАЗВИТИЯ ЛИДЕРА ДЛИННОЙ 
ИСКРЫ 

И. С. Стетсольntисов и М. А. Багиров 

Исследуется .зависимость скорости JIИдера длинной искры (50-400 см) о·г вели­
чины тормо3Iюrо сопротивления (Rт = O,?L1 + 100 kO) в цепи J!С!<ры, длины раз-
рядного промежутка и степени перепапряжения па нем (в пределах /г = 1 + 2). 

Время пробоя в длинных исrфовых промежутr{ах практически опре· 
деляется временем: развития лидернаго процесса. В связи с этим 
представляется важным оПределить скорость развития лидера в раз· 

рядном промежутке. 

Целью настоящих исследований являлось выяснение зависимости 
·скорости лидера длинной искры от uеличипы <<тормозного>> сопроти­
вления в цепи искры, ДJIИНЫ разрядного промежуТI<а и степени пере­

напряжения на разрядном промежутке. Применеине новой методшш 
измерений позвоJJИЛО произвести исследование слабо заторможенных 
JIИдеров и еравпить условия их развития с лидером сильно затормо­

женных разрядов. 

ЭJ{Спериментальная установка 

Искры длиной от 50 до 400 см нееледовались в промежутке <<стер· 
жень-плоскость» при положительной поJшрности стержневого элек­
трода. Источником высшшх напряжений служил импульсный генера· 
тор (ГИН) с номинальным напряжением на выходе Ином = 3500 k V и 
емкостыо в разряде Ср = 0,0182 ILF. Высоковольтный конец генера· 
тора соедюшJrся с разрядным промежутком S0 посредством <<тормоз­
ного>> сопротивленин Rт, величина I{Оторого менялась от О, 7 4 до 
1500 kO. 

Оптическая регистрация JIИдера производилась при помощи быст­
ро вращающейсн фотокамеры (максимальная линейная скорость фото­
развертки достигаJiа О, 15 ммfр.сек) и элеrпрооптического затвора Керра 
(ЭОЗ). Одновременно осуществлялось осциллографираванне лидериого 
-го ка. 

На рис. 1 показана схема, применнвшаяся для измерения скорости 
Jiидера электрооптичесюrм затвором. Подробное описание схемы да­
но в работе (1]. Некоторой особенностыо в данном случае является 
то, что необходимо было открыть ЭОЗ в лидерной стадии разряда и 
закрыть его до возникновения главного 1шнала. С этой целью для упра­
вления работой затвора использовалось напряжение, обус·ловленное 
протеканием JIИдерного тока через сопротивление R1 • Напряжение с 
сопротивления R

1 
подводилось коротким экранированным кабелем L1c 

непосредственно к электродам ячейки ЭОЗ н через делюель Rв+ Rщ 
к отклоняющим пластинам эле}{Тронного осциллографа ЭО. Разрядник 
S" служил для среза напряження на ячейке ЭОЗ в определенные 
моменты времени развития лидера. Путем среза напряжения на ячей­
ке в различные моменты времени удалось проследить развитие лиде· 
ра, вплоть до соприкосновения его с заземленной плоскостью Р1. 



190 И. С. Стекольников и М. А. Вагиров 
---------------------

На рис. 2 показаны одновременно полученные типичнь!е осцил­
лограмма тока и фотография канала лидера, заснятая ЭОЗ. Срез на­
пряжения на осциллограмме произошел в момент tz = 12,5·10-6 сек.\ 

гнн 

~ ~ ~ 
Рис. 1. Схема ВI(лючения ЭОЗ и ЭО 

а ГОJJОБIШ лидера прошJJа путь l = 167 см. ДJiя анаJIИЗа скорости лидера 
бшю поJrучено 78 пар таких рептетраций и обработано свыше 200 фо­
торазверток лидера. 

Результаты опытов 

В проведенных экспериментах были получены данные о средней ско­
рости прорастанин лидера v1 ер в искровых промежутr{ах различной 
длины S0 , заторможенных разными сопротивлениями Rт в цепи. Сред­
няя скорость лидера находИJiась делением длины разрядного проме­

жутка, с учетом поправочного J{оэффициента 1,15, учитывающего про­
странетвенвые извилины траеr{тории лидера, на время развития 

лидера в разрядном промежутке. 

Отметим, что определение. времени развития лидера, произведен· 
ное по осциллограммам тоr<ов и фоторазверткам разряда при одинаi{Q­
вых условиях опыта, дало относительно близ}{ие результаты {так при 
R-1· = 100-86 kO наибольшее расхождение не превышало 180fo). 

В табл. 1 приведены результаты nодсчета средних скоростей ли­
дера. 

Ветрудно видеть, что при одном и том же Rт какой-либо опре­
деленной тенденции изменения средней скорости лидера от дJшны 
разрядного промежутrш не имеется. Некоторое изменение СI{орости с 
ростом длины разрядного промежутка при больших торможениях 
нельзя считать убедительным, и оно лежит в пределах флуктуаций 
параметров разряда. . 

Исследование этого вопроса, произведенное ранее [2\ дюr мень­
шего диапа,зона длины промежутr<ов (38-183 см), также не выявиJiо 
какой-либо зависимости изменения средней скорости лидера от дли­
ны разрядного промежутка. Полученные резуJiьтаты дают основание 
полагать, что средняя скорость прорастания лидера не зависит от 

длины разрядного промежутка в пределах 50-400 с:м при И0 , близ­
J{ОМ I< Иман• 

1 Для точного отсчета времени среза испольэовались осциллограммы с однократ· 
ной разверткой. 
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Рис. 2. а- фотография канала лидера, l = 1.67 см, отсчет cnepxy; 
б- осциЛJюrрамма тока, t1 = 12,5·10-6 сек. (Rт = 0,74 kQ, 

S0 = 200 см) 

ЖЭТФ, :N'~ 2(8) 

j.J ,; 

,'': .'i 
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Тозблица 1 

.N'o п (п S,,см 1 Vtcp• см(сС!(, Примсчnпие 

1 о, 74 200 1,54·107 Ii апряжение на разряд-

2 1 ,6:-i-1 ,6 100 1,18·107 
нам промежутr<е, близ-

r<oe к минимальному 
:юо 1 ,15·107 

импульсному (И мин) 
300 1,23·107 

3 5,5-5 100 6,75·106 

200 6,54·106 

300 6,4•106 

11 100-86 50 2, 86·1 QG 
100 2,9 ·106 

200 3,() ·106 

300 2,67·106 

ltOO 2, 7 ·1QG 

5 1500-1400 100 1,05·10!1 
300 1 ,66·106 

- 400 1, 54.1QG 

Основное nлияние на скорость лидера оказывает тормозное сопро· 
тивление. С возрастанием Rт средняя сiюрость лидера уменьшается, 
что особенно резко обнаруживается для диапазона относительно ма­
лых соnротивлений Rт = 1 -: 5 kQ. Уменьшение скорости лидера с 
возрастанием тормозного сопротивленип может объяснятьсн уменьше­
нием тока, текущего через канал лидера, что, в свою очередь, при­

водит к уменьшению nлотности ионизации на головке лидера. ;}'вели­
чение Rт влечет за собой также снижение скорости парастанин на­
пряжения на разрядном промежутке, что сnособствует росту времени 
пробоя и тем самым уменьшению скорости движения лидера. 

Интересно отметить, что при очень слабо заторможенных разрядах 
(Rт = 1,65 k.Q и меньше) лидер длинной искры обладает средней ско­
ростыо, превышающей 107 см/сек. Если предположить, что независи­
мость v1 ер от длины разрядного промежутка б у дет иметь место и 
при переходе к еще бoJJee длинным искрам, то заслуживает внима­
ния тот факт, что измеренные для лидера молнии скорости 107-

108 см/сек. [8] позволяют рассматривать лидерный разряд молнии 
как <<затормол{енный>> процесс, где эффективное сопротивление под­
текания заряда из тучи в канал имеет незначительную величину (по-
рядка Rт = 1 kQ). . 

На рис. 3 изображено изменение скорости лидера вдОJJЬ разряд­
ного промежутка. Для сравнения Боспроизведены r<ривые изменения 
скорости, полученные из двух произвольно выбранных фоторазверток 
разряда, и пунктиром nоказава величина средней скорости лидера, най­
денная усреднением из четырех измерений (50 = 408 см, Rт = 100 kQ). 
Из диаграммы v1 = f (50 ) видно, что сиорость лидера возрастает от 
неr{оторого начального значения и приобретает более или менее nо­
стоянную величину v1 ер= (0,9 -: 1,1) ·106 см/сек. примерно в средней 
части разрядного промежутка. 

В этот nериод, который условно можно назвать nериодом <<свобод­
ного развитию>, лидер менее всего подвержен приэлектродным вли­

нниям. Продолжительность nериода свободного развития лидера со­
кращается с уменьшеннем тормозного сопротивления в цепи искры и 

длины разрядного промежутка, т. е. с уменьшением nолного времени 
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протекания разряда. Отметим, что периоду «свободного развития>> лидера 
соответствует минимальное значение тока, текущего через канал лидера. 

По мере приближения головrш лидера к противоположному элек~ 
троду (к земле) сr.:орость лидера сильно возрастает, намного прево-

!08с.и/сеk 1 1 

7 1 1 
1/ 1/ 

1 1 
8 

1/ ]/ 
/ 1 

1-- -- f--- -- 1---t:L- jif -- т-'---
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_.d v ,/ 
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!l '10 ВО IZ!l !80 Z/J!l Z'/0 280 JZ!l S'о(с.и) 

Рис. 3. Зависимость v1 = f (S
0
). е- плешсn 

N2 54,0- пленка N2 58; S
0 

= 408 см; 
R1= 100]{0 

сходя по величине среднюю ско­

рость. Увеличение С!{орости по 
мере движения лидера J{ земле 

имеет место при всех значениях 

R.,. и S0 • 

r, · Многие авторы указывали, что 
бурное нараст.ание скорости ли­
дера обычно начинается на по-. 
сJiедней четверти пути лидера. 
Наши исследования поr{Ззали, 
что при сильно заторможенных 

разрядах (Rт- десятки и сотни 
килоом) быстрое увеJшчение ско­
рости гоJювки лидера начинается 

уже O!(OJIO середины nромежут­

J{а. При слабо заторможенных 
искрах интенсивное нарастание 

скорости начинается уже в пер­

вой четверти nути JIИдера. Так, 
при S0 = 400 см и Rт = 0,74 k[l 
резi<ое увеличение скорости ли­

дера уже обнаруживается при 
прохождении лидером nути, со-

ста!Зляющего 25-т-30% от Бсей 
длины разрядного промежутка. Сr<азанное rмлrострирует рис. 4, г де 
поrшзаны I<ривые изменения сr<орости лидера вдоль разрядного про­

межутка при Rт = 0,74 k.Q и 
1 VL 
~ ... = 100 kQ. Характер изме- zu. ·IO~м;i:llk 
нения скорости при разных ISO 
Rт различен. В cJiyчae Нг = /Oil 
= 0,74 k!J. рост сrшрости ли- во · 
дера происходит более бур- oll 
но. Скорость JI!Jдepa в нача- '10 
Jre разрядного промежутi<а 30 
(50 до 44 см) при Rт=0,74 k!J. 2/l 
не удалось исследовать. 15 
Это объясняется тем, что 10 

в 
8 

при данных условиях эксnе­

римента Бвиду малой вели­
чины напряжения на ячейr<е 

/ 

ЭОЗ световой поток, про­
пускаемый им, О){азался не­
достаточным для получения 

изображения на фотопленi<е 
канала лидера. KaнaJI лиде­
ра на этих участi<ах пути 
также обладает сравнитеJrь­
но слабой интенсивностью 
свечения. 

Рис. 4. Изменение С!{Орости лидера вдоJIЬ раз­
рядного промежутка при разных Rт· S0=200 сы. 
Напряжение па разрядном промежутке, блшшое 
J( минимальному импульсному. 1- R.,.=O, 74 k!.1; 

При помощи ЭОЗ у да­
2-Rт = 100 kQ 

лось оценить величину максимальной скорости лидера в конечной 
фазе его развития, т. е. непосредственно перед Бозниюювением 
главного канала разряда. Известно, что ввиду чрезвычайно высо-

r 

~ 
r. 

' . 

' ' 



Исследование скорости развития лидера длинной искры HJ3 

ТабJiица 2 

.N; П/11 s" см R.r, kO ,, 
7'/Cf!, СМ/СО!( 

1 100 83 1 . 2, 94·106 

100 83 1,3 3,37·106 

100 83 1,6 4,17·10 6 

100 83 2 5,0 •106 

2 200 83 1 3,28·106 

200 83 1,3 lt, 29 .1Q6 

200 83 1,6 5,62·106 

200 83 2,0 6, 77·106 

:з 300 83 1 3,1 ·106 

300 83 1,3 5,3 ·106 

кой сr<орости JIИдера и интенсивного светового излучения канала на 
обычных фоторазвертr<ах разряда невозможно определить скорость 
лидера в конечной фазе его развития. 

При Rт = О, 7 4 kQ лидер имеет маr<сималыrую скорость •Vz мапс = 
= ( 1,6 + 1,65) ·108 см/сек. Эта I<онечная скорость JIИдера превосходит 
приблизительно в 1 О раз среднюю скорость JIИдера, подсчитанную 
при тех же условиях опыта. 

Зависимость СI<арости лидера от перенапряжения па разрядноы 
промежутке исследовалась следующим образом. После того кю< 
снималась фоторазвертка лидера при минимальном импульсном на­
пряжении, при постоянной величипе S0 увеличивалось наnряжение на 
промежутi<е. Время развития лидера находиJюсь из фоторазвертки 
разряда путем измерения смещения лидера относительно главного I<а­

нала. 

Результаты измерений скорости приведены в табл. 2. Величины 
vz ер в табл. 2 являются усредненными не менее, чем по данным трех 
замеров. 

Скорость лидера возрастает примерно по линейному заi<ону с уве­
Jrичеrrием I<ратности перенапряжения k. Так при увеличении перена­
пряжения в два раза средняя сr<орость лидера для S0 = 100 см воз­
растает в 1,7 раза; для S0 = 200 см скорость возрастает в 2,06 раза. 
Это не согласуется с данными, приводимыми 'В литературе [2

], где 
утверждается, что при двукратном перенапряжении на разрядном 

промежутке скорость положительного лидера увеличивается лишь на 

25Dfa. 

Выводы 

В результате анализа экспериментальных материалов устыювJiено 
сJrедующее. 

1. Средняя скорость прорастания JIИдера (S() = 50-: 400 см) пр» 
напряжении на разрядном промежутке, близком к минимаJrь:ному им­
пульсному, не зависит от длины разрядного промежутка. 

2. Основное влияние на СI<орость развития лидера оказывает «тор­
мозное» сопротивление в цепи искры. При уменьшении <<тормозного>) 
сопротивления Rт от 1500 до О, 7 4 kQ средняя скорость лидера увеJш­
чивается от 1,5 ·106 до 1,54 ·107 cмjcer<. Средняя скорость лидера nри 
слабо заторможенных разрядах (Rт = 1, 65 kQ и меньше) на участке 
<<свободного развития>) приближается по величине к скорости разви­

тия лидера молнии. 

б ЖЭТФ, N!! 2 (8) 
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3. С!{орость лидера не сохраняется постоянной вдоль разрядного 
промежутка и возрастает по мере продвижения JIИдера I{ заземJrен­

ной плосr<ости. Характер изменения скорости лидера вдоль разряд­
ного промежутка зависит от <<тормозного>> сопротивления; при тормо­

жения Rт = 5 kQ и меньше бурное нарастание скорости имеет место 
уже с четверти длины разрядного промежутка. 

4. Максимальной скоростыо J!Идер обладает непосредственно пе­
ред образованием главного I<aнaJra. При Rт =0,74 kQ лидер имеет макси­
малыrую скорость (1,6-+1,65) ·108 см/сек. 

5. С увеличением перенапряжения, на разрядном промежутi<е в 
пределах S0 = 100-: 300 см, средняя СI{Орость лидера возрастает при­
мерно по линейному закону. 

Энергетический институт 
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1954 

О РАЗРУШЕНИИ СВЕРХПРОВОДИМОСТИ ПЛЕНОК 
В МАГНИТНОМ ПОЛЕ 

А. В. Гуревшt 

Вопрос о разрушении магнитным полем сверхпроводимости плено!( исследуетсн 
в рамl(ах обобщеfшой теории сверхпроводимости Гинзбурга -Ландау р-зJ. Найдены 
поправки порядка %2 !( полученным ранее [1J выражениям для !\ритического ма!'нит­
пого поля Н" сверхпроводящих ШЮНО!(, У страноно расхождение между экспери­

ментом и теорией, получившесся n [4]. 

1. Введение 

Вопрос о разрушении сверхпроводимости пленок магнитным полем 
представляет большой эr<спериментальный и теоретичесrшй интерес. 
Теоретичесr<ое решение этого вопроса предложено в развитой Гинз­
бургом и Ландау обобщенной феноменологической теории сверхпро­
водимости [1- 3]. В этой теории вводится эффективная волновая функ­
ция ф сверхпроводящих элеr<тронов (\ t~ \

2 играет роль rюнцентрации 
сверхпроводящих элеr<Тропов). Свободная энергия сверхпроводника 
выражается через ф и веr<торный потенциал магнитного поля А. У ело­
вне минимальности свободйой энергии сверхпроводника в состоянии 
равновесия · 

Fsн = F11o + Cll ф 12 + ~ 1 ф 14 + ~; + 2~n (- in\lф- : Аф У 
приводит к уравнениям: 

_!. (- ·-ъм- .!!_ л)2 ,,, + дFso (ф, ф•) =О· 
2m .t,~v с 'f дф* ' 

2 . "" t. ! 

I:J.A = ~~:~· (~*\7,~- ф'Vф*) + ~;;2 Аф*~ 
(1) 

и граничным условиям: 

n (- i1i \! ф - : А ф) = О, 

г де n - вектор нормаJrи r< границе. 

При рассмотрении одномерной задачи, т. е. сверхnроводящего 
полуnространства или пленки, уравнения (1) уnрощаются: 

d2ф' 1 dz'2 = х2 [- (1- А'2) ф' + ф'З]; 
d2A' 1 dz' 2 = ф' 2А'. 

Граничные условия принимают вид: 

для сверхпроводящего полупространства 

dф' 1 -0· 
dz' z'=o- ' 

d~' 1 
dz' z'=<ю =О; 

dA' \ -н'. 
dz' z'=o- 0

' 

dA' 1 -О· 
dz' ,z'=oo - ' 

(2) 

(3) 
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для пластинюr толщиной 2d (точi<а z =О в середине пластинки) 

dф: 1 = dф; 1 = О; 
dz z'=dfд dz z'=-tl/8 

dA' 
1 

= dA' 1 = Н~ . 
dz' z'=dfд dz' z'=-d/8 

(4) 

Здесь 

~' = ф~; Н'= dA' = н . 
dz' Vzн ' 

IШ 

2 0(. 

~00 =- (3; 

(Штрихи при новых переменных мы будем в дальнейшем опускать, 
за исключением тех случаев, I<Orдa они необходимы.) ДaJree, Н,(м­
I{ритическое магнитное поле для массивных сверхпроводниi<ов; 

а- глубина проникновения поля в массивный сверхпроводник; 
х2 - параметр, зависящий от вещества сверхпроводниr<а (для ртути 
х2 =0,027 [1]; для олова x2 =0,020l4]; ДJШ индия х2 =0,011 [4]). 

В [1] уравнения (2) для пленок были решены в предположении, 
что х2 =О 1 • Это позволило найти зависимость глубины проникновения 
магнитного поля в сверхпроводНИI{ от величины напряженности nоля 

и зависимость I{ритического поля от тоJrщины пленки: для тою{ИХ 

пленок (d-<, d,( = 1, 123) 

(5) 

ДЛЯ ПJieHOK С d > dк 

( 
н ) 2 

Ф~ (2 - Ф~) 
Н~~ = -:1.---..[ t-,--!1..."( ф,.::-0 -'-:d ....,.., =а)-:/::.,.( Ф-::-о-:-d--:-1 "'а)"] ' (6) 

(7) 

• • 

r,п.е ~о- значение ~ в поле Нк (в предположении, что х =О, ~ не 
Зависит от z). При этом для тонких пленок переход в сверхпрово­
дящее состояние в присутствии магнитного поля явJrяется фазовым 
переходом II рода, в то время I<ак для пленок с d > d,( и для массив­
ных образцов имеет место переход I рода, причем нормальная фаза 
может существовать и при Н< Нк. Поэтому для образцов с d > d,( 
переход в сверхпроводящее состояние сопровождается гистерезисом. 

ЭкспериментаJrыrая про1верка в общем хорошо подтвердИJrа выводы i 
новой теории сверхпроводимости (см. [4]). Однаi<о при рассмотрении ;р 
<:;войств пленок с d > d" Завариrщий [4], поJrьзуясь при расчете фор- ~ ' 
мулой, верной лишь для очень толстых пленок (см. [1], формула (53)) 

{8) 

получил расхождение между результатами теории и эксперимента. 

Результаты эксперимента, согласно [4], согласуются с формулой 

Н"/ Нкм = 1 + {k8 / 2d), (9) 

где константа k,.._, 1,5. 

1 Кщ{ указано в [8] (стр, 99), найденное в [J) решение с x2 =J= О не корректно. 
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Целью настоящей работы являлось решение уравнений (2), в пред­
положении, что х2 =!=О, и нахождение поправок порядка х2 

I{ получен­
ным в [1] ·выражениям для критического магнитного поля Нк; обсуж­
дается также вопрос о сравнении теории с опытом в случае толстых 

пленок. 

Поправки порядка х2 приведены. в пп. 2, 3 [см. ниже формулы (30), 
(44), (47), (59)1 и оказались невелики (менее 1 %). В п. 2 показано, 
что расчет результатов, полученных в [4] не по формуле (8), а по 
более точной формуле (30),. приводит к хорошему согласию с теорией. 

2. Толстые плеюш (d > 28) 

Рассмотрим уравнения (2) с граничными условиями (3), (4). Для полу­
пространства нg = нg / 2Н~м < 1/ 2 и мы будем считать пластинки (пленки) 
толстыми, если d >- 28; :в этом CJiyчae Н~2 <о, 75. Поэтому IШ!{ ДЛН 
полупространства, так и для толстых пластиноi{ решение уравнениИ (2) 
можно искать в виде ряда по степеням Н~2 • Учитывая, что 'f являетсн 
четной фушщие:И: Н0 , а А- нечетной, можем записать 

со 
(10) 

А _ ""' н2r1-1А - .LJ о ft• 

11=1 

Для 9о получаем из (2) 

(11) 

Интегрируя один раз это уравнение, находим 

dtp0 = +V2x tfJo _ 'Ро +С 
(

4 2 )''• 
dz - 4 2 

и устанавливаем, что ср0 - монотонная функция от z. Следова­
тельно, очевидное решение 

9о== 1 (12) 

есть единственное решение уравнения (11), удовлетворяющее гранич­
ным условиям (3), (4). 

Подставляя (10) в (2) и учитывая (12), получаем для 'Pn и А 11 

d2<?11 ! dz2 = х2 [29п + Х" (ср1, '-?2, · · ·, <?11-1; Al, · · · A,J]; 

d2A,1 / dz2 = A,z + f,z ('.Pl' 92' · · · • <?n-1; А1, · · · ' A,z-1), 

г де х и f- некоторые функции указанных аргументов. 
Отсюда . 

. <?п = х2е-V2xz ~ е2 V2xv dv ~е- V2i<t Xn (t) dt; 

z '{) 

А 11 = e-z ~ e2v dv ~ е-1/11 (t) dt. 

(13} 

(14} 

В случае сверхпроводящего полупространства [граничные усло­
вия (3)] имеем 
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1 А -z А2 -2z 9io = ; 1 = - е ; Х1 = 1 = е ; 
Ф = хв . e-2z + C1eJf2xz + С2е- V2xz· 
• 1 2 (2- х2) 

Граничные условия (3) дают 

Далее, 

V2x -v- хз 
./2 = 2rp1A1 =- 2 _х2 ехр {-z (1 + 2х)} + 2 -x9 e-3z; 

(15) 

А = _ V2x [-х- е-зz_ ехр{-(1 +'V2X)z} + 4V . .2;:!-8x-3V2x2-·3x3 e-z] {lб) 
2 · 2 (2 ·- х2) 4 V2 х (V2 + х) 4 V2x (V2 + х) ' 

Это приближение .было найдено в [1 ]. Функции ср1 и А2 малы (по­
рядка х); ИЗ (14) И (3) МОЖНО ЗЮ{ЛЮЧИТЬ, ЧТО ср11 = [а11х 11 + 0 (xttH)], Т. е, 
п-й член разложения имеет порядоr{ маJrости (хН~) 11 • 

·В случае сверхпроводящей пластюпш [граничные условия (4)] 
щvrеем 

Cfio=1; A1=shzjchcl; х1 . A~=sh2 z/ch2 d; 

r - _1_·(1 + х2 С112~) +с е- V2xz -' с eV2xz 
<f'l - •4ch2 d 2- х2 . 1, г 2 • 

Испо{Iьзуя граничные условия (4) 1 определнем константы С2 

1 [ V2 х sh 2d 11-- х 2 J 
ср1 (z) = ~ ьз d 1 - у ch 2 xz + 2--2 ch 2z • 

'1С (2- х2) sl1 2 xd - х 

Таким же образом находим А 2 

(17) 

А =-1-[zch.z_ .sh2d (sh(1+'V2x).z _ s1I(i-V2x)t)+ 
2 2c1I8d 2 2(2-x2)sh'V2xd 2+V-2x 2-V2x 

х2 (sh Зz ) ос (d) J + 4 ( 2 -хз) ---г -zchz + c!Idshz. (18) 

Здесь 

а (d)=- {с!; d + dsl1d sh 2tl [ (1 + V2x) ch (1 + V"2x) d 
. 2 2 2(2-x2)sl1'V2xd 2+V2.x 

_ (1-'V2x)cb(1-'V2x)d ]+ Х2 (~ l3d- hd-d hd)} (19) 
.. . 2-'V2x . 4(2-х2) 4 Cl С S • 

Найдем еще член 2~го приближения ср2 и сравним его с ср1 • Под- • 
ставляя Х'.! в (14) и интегрируя, получаем ·'r 

() 1 {х2:( . x2 sl1Zd 
ср2 z = 2ch4d 8 z sh 2z- ch 2z) - 16 sl1 V2 xd Х •( 

Х [ ch (2 + 1Г2 х) z _ cl1 {2-V2x) z · ] + (2 ~ + _!__) (..!.. + х2 cl1 2z) _ 
(2+ V2x)(1+ У 2х) (2,....,-V2x)(1-V2x) ch d 4 2 8 

_ ~. sh 2d [ cl1 (2 + V2x) z + ch (2- V2x) z _ .zsh V2xt] _ 
8 cl1 V2xd 2 + V2x 2- V2x · V"2x 

3 Зх2 
sl1 2d · z sh V2xz ·+ Зxll sьв 2d (. ch V2xz 1) + lf.i!l! 

-16- 16 sh V2xd 32 s!12 V2xd 3 -

+ С ch '}12xz + О (х4) }· (20) · 
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Здесь 

С=-
Yfx {2dc112d-s112d~ s1I2tl [s1J(2+Jf2x)d_sh(2-V2it)d] _ 

sh Jf2xd 16 32s1Ilf"2xd 1 + V2x 1- Jf2x 

_ sh ~d +а (d) sh d _ .3!!.._ s1I2d + О (х2)}. 
16 4 V2 th Y2xd ' 

1 :: 1 "У (c1I; d + ах); а~ 1. 

Таюш образом разложение фактичесrш. ведется по степеням 
Н~ ((1 / ch2 d) + х], что обеспечивает быструю сходимость ряда. Если 
поместить начало r<оординат не в середине nластинки, а у ее r<рая, 

то q;>1 (z) в (17) и А2 (z) в (18) nереходят соответственно в <р1 (z- d) и 
А2 (z- d). Устремляя толщину пластиrши 2d к бесконечности, т. е. 
переходя r< полупространству, получаем из <р1 (z- d), А 2 (z- d) соот~ 
ветствующее решение для nолуnространства (15), (16). 

Переход пленю-~: из сверхпроводящего состояния в нормальное 
совершается в поле HJ(, несколько большем, чем Н1см (r<ритичесr<ое 
поле для массивных сверхпроводюшов): 

( 
HJ( )2 

_ 1 Sтcer 
н - -uP' 
КМ K~l 

(21) 

где поверхностное натяжение cr, r<ar< поr<азано в [1], определяется 
следующим образом: 

d 

cr = HI~M 1J \ [.!.- (1 _· А 2) ·1·2 + ~4 + i. (d~)2 + Н2 - 2Hic н] dz. (22) 
4тс J 2 i 2 х2 dz 

о 

Выражение (22) можно несrшлы<о упростить путем интегрирования по 
частям: 

.2 ,/ 

1-:IJiм 1J { А tl (' [ 1 2 2 1 (dф)2] d } cr= 1 ;- [(H-2Hr() ]о+ j z-(~ -1) +хв dz Z • 
о 

(23) 

ПодставJIЯЯ (23) в (21) и используя (17), (18), находим критичесr<ое 
поле для толстых пленок 

н~= ; - \~d) н~ _I2~d) н~+ н~ о; 

11 (d) = -t11d; 

(24) 

= ~ [sl1 2d _ _!_ _ V2 х sJ1 2d ( sh (2 + V2x) tl + sh (2- V2x) d) + 
!2 (d) 4ch4ti 2d 2 4 (2- х.2) s]1 V2xd (2 + V2x) d (2- У2х) d 

:v.2 ( 1 sJ1 4d sh 2d)] + 2 (2- х2) 2 + 8d - "fd 

и Q,-....,0,001. Отсюда при d>-BJV2x 
9 __ 1 [ x(1+exp{-2V2xd})....~-o(x2)] n,- 2[1-(tl1dfd)J 

1 + svzd[1-(tl1dfd)P • • 
(25) 

или (в первоначалыrых переменных): 

( :
1
()

2

=1+ ~[1+ ,~-(l+exp{-2V2xdj8})]+ 
!СМ 8 У 2 

+(~Y[1+ 8~2 (I+exp{-21f2xdf6})]+o[(~)
3

]. (26) 
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Для очень толстых пленок (d :Р а 1 V2x) последнее выражение сов­
падает с найденным в (1

] 

н,( ~ (1 х ) 
н,ш = 1 + 2d + s V2 · (27) 

При d < ~ /V2x, разлагая / 2 (d} по степеням V2xd, находим 

d ( sh 2d )2 2 dy (d) 
/2 = - 8 cJ14 d l- --v + х 32 ch~ d ' {28) 

где 

'( (d) = 1 + 3 s~~d -4 e~~d у- ~ (sh 2d)2
• (29) 

Критическое поле для пленок с толщиной 28 < d <а 1 V2x: 

2 1 [ [1- (s!121l / 2d)]2 
2 у (d) J 

Нн= 2[i-(tl1d/d)] 1 + 16cJ14d[1-(tlld/d)]2 -x 64cl14 ti' (30) 

Без учета поправки,..,._.х2 (30) совпадает с выражением, поJrученным ю~ 

(6), (7), так кат<, если ~~ = 1 -а; а~ 1, то из (7) 

- н2 (sh 2d /2d) -1 
а. - I< 2cl12 d 

и из (6) 
2 1 [ [1-(s112tl/2d)] 2 J 

н,<= 2 [1- (tll d 1 dп 1 + 16 Cl11 d [1- (t11 d 1 d)]2 • 

В работе Заварицкого [4] экспериментально исследовался вопрос о 
зависимости критит-rесr{ого поля от толщины nленки. Как уже отмеча­
лось, автор nолучил в общем хорошее совпадение с результатами 
теории. Однаr<о при измерении зависимости Н,( от d для толстых 
nленок получилось для 80 (глубины nрониюrовения поля в сверхпро­
водНИI( при Т= О} значение\ в 1,5 раза превышающее значение 8u, 
измеренное на основании изучения зависимости Н,с от d для тоfших 
пленок: 

0JIOIIO 
Индий 

Тонкие nленк11 
8 •• 10' 

6,8 + 0,5 
6,3 + 0,3 

Толстые nлсюш 
а • . to• 

9,9+0,7 
9,7+ 0,4 

Однако автор пользовался при расчете пленоr{ с 2о < d < 7о форму­
лой: (8), верной только для очень толстых пленок d ,3> а f V2x. При 
этом, посl{ольi<у значение &0 определяется величиной (Н,с 1 Н,ш)- 1, то, 
I(ак .видно из рис. 1, между результатами вычисления о0 по формул~: 
(8) и по формуле (30), возникает значительное расхождение: от 18% 
при d = 7 до 70% при d = 2. Произведенный подсчет о0 по данным [4

1 

для толстых nленоr< на основании формулы (30) приводит r< следующим 
результатам: · 

2 ао определнетсн нами так же, как н н ["], иэ соотношения 

а= ао [1- (Т 1 T"yt Г*· 
~о в [4 ] (a~4J) свяэiшо с S0 следующим образом: 

\ 
.\ 
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Олово 
Индий 

8о = (6,5 + 0,6) .ш-а 
3о = (6,4 + 0,5) • ш-о 

Полученные значения о0 хорошо согJшсуются с результатами ['1J для 
тонких nленок. Значецие (Н1( / Нкм)- 1 для достаточно толстых ш1енок 
d ~ 48 становится весьма малым {0,1-: О, 15); поэтому эr<сперименталь­
ная ошибr<а измерения 80 дJIЯ толстых пленок больше, чем для тонких. 

Ни 
H--t 
к м 

O,J 

0,2 

0,! 

0,2 O,J o.s 2... 
d 

Рис. 1. Сnлошная t кривин-расчет по 
формуле (30), пунктирная- по формуле (8) 

Однако более тщательная обработ[{а результатов измерения для тол­
стых плefiOI<, исключающая, например, ошибку в измерении толщины 
плеют (см. [5]), позволит уточнить значение 80 • Заметим, что подсчет 
глубины прониrшовения о0 по данным для критичесr<ого поля, взятым 
из работы [5], дает значение о0 , сильно nревышающее ГJrубину прониr<­
новения, найденную по измерению магнитного момента пленок в [5]: 

Олово 
Индий 
Свинец 

Магнитный момент 
Во • 10• 

5,0+0,1 
6,4+0,3 
3,9 + о,а 

I<ритичесJ<ое поле 
до ' 10• 

6,6+0,7 
7,6±1,0 
6,0 + 0,4 

Мы видим, что согласование результатов 3 [ 4] и [5], полученных из 
измерения критичесr<ого поля, вполне удовлетворительное 4• 

3. Разрушение сверхпроводимости в тонких пленках 

Решение уравнений (2) для тоrших пленок будем исi<ать, разлагая 
~ и А в ряды по степеням пар:~метра х2 

~=~о+ "2~1 + "4~2 + · .. , 
А= Ао + х2А1 + х.''А2 + ... 

(31) 

3 Разрушение ндсаJtышго диамагнетизма сnерхщюводнщсl! пленки происходит в 
нсi<отором шпсрnале полей (с. м. [6]), причем Н" лежит вблизи нижней границы и втер­

nала; nоэтому при из~1еренни Н к возможна ошибка, из-за которой, поnидимаму, 

результаты измерения ао по н к систематически превышают результаты намерения а!! 

по вeJcи•rиrre магнитного момента плен!{и, 

4 Автор поJiьзуется случаем выразить бJiаrодщmость Н. В. Заварицкому за об­
суждение результатов настоящей работы. 
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Эти ряды хорошо сходятся в области xd 1 а< 1 [см. (28)], т. е. таь::ое 
разложение хорошо применимо для тонких пленок. 

Для нулевого приближения, пайденного в [1
], имеем из (2) и (3) 

Отсюда 

d2ф 
_о=О· 
dz2 

' 

d
2
A0 _ ,1,2 А . tfAo (d) = dAo (- d) =Н. 

dz 2 - '1'0 0 ' tlz dz 0 

,,,о= coпst,· А -- Но sh Фо z 
'1' о -- Фо ch Фоd • 

Для 1-го приближения: 

tl2t)i1 · ( Н5 sl12 tJioz 2) 
tlz2 = ~о - l + ф~ cl12 Фotl -1- ~о • 

Вводя коэффициенты: 

находим 

г де а и Ь- постоянные интегрирования. 
Граничные условия (3) дают 

а= О; 

ad -1- (~ 1 4~~) 2~0 sh 2~0 d =О 
н ли 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

Это уравнение связывает r<онстанту ~о с толщиной плеtши d и ве­
личиной магнитного поля Н0 • Тш<, если ~о близr<о к нулю, то 

(36) 

Таким образом ~о определяется из требования выполнения граr-rич­
ных условий для ~1 • Аналогично, rюнстапта Ь определяется из гранич­
ных условий для ~2· 

Найдем теперь А1 • 

d2A1 2 [ ~ ] sh ф z 2 
dz 2 =~оА1+Но az2 +-2 (ch2~0 z-1-b) ch•1 , 0 J_=~0 A1 +f(z); 

2Фо ~о 

z 'V 

Al = еФоZ ~ e-2</J,v dv~ еФоt f (t) dt. 

Интегр.ируя и используя граничные условия: 

d~l (d) = d:: (- d) =о, 

·' ' 

~. 
'i' 

1 

-~ f 
~ 
! 
' 
1 

l 
~ 
i 
1 

1 
\ 
1 

1 
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находим 

А1 = ch~o d (в~ Z3 ch ~0 z--; z2 sh ~0 z + -;z ch ~0 z + 
о 'l'o 4ф0 4ф0 

+ з:ф~ sh З~о z ~ (3 ~~Ь) ~ z с11 ~о z + 0 1 sh ~о z ), (37) 

где 

О=·- 1 [!!:...ds h•'• d+!!:_d2 h•'' d- 2oc+(3 + 2b)~d h•'• d+ 
1 Фо с11 Фо d 6 S 'i'O 4Фо С 'i'O 8ф~ S 'i'O 

+ ~ ch 3•1' d + Za- (3 + Zb) ~ ch ,,, d]. 
3213 'i'O 813 '1'0 

~о ~о 
(38) 

Для поля н внутри пленки имеем 

н ( ) Н0 [а 3 h а 2 l 2сх: + (3 + 2Ь) ~ h + 
1 z = chфod вz s ~oz+ 4.Фо z С1 ~о z- Sф5 zs tj>0 Z 

2а-(3+2ь)~ з~ · ]. + 3 chфoZ + - 3 ch 3ф0 Z + tj> 0 0 1 chф0 Z . 
• 8ф0 32!)10 

(39) 

ОпредеJIИМ теперь r<онстанту Ь. Из (2) и (31) имеем 

d2 ф2 / dz2 = - ф1 + 2Ао Al Фо + А~ ~1 + 3ф~ Ф1· 
Эта функция- четная. Кроме того, из граничных условий имеем 

Отсюда следует 

Интегрируя, ПОJiучим 

dtjl2 (+d) =о. dz ·--

z 
~ ( ) = (' d2 ф2 d ' 
dz z J dz 2 z. 

о 

dф2 (d) = {Зtj>2 _ l) [..::_ ds + 1_ (s1I2o/o d _ (Ь + l) d)] + Н5 Х 
dz 0 6 4ф~ 2о/0 2Фо Ch 2 Фоd 

[ 
аdз ad2 ос (3 + 2Ь) ~d ~ d 

Х -6t+~sh2ty0 d- 4Ф~dch2ф 0 d+ Вфg. + 32ф~sh4фо + 

(40) 

ос- (Z + Ь) /3 . ] . . Н5 [ ос dB ( h 2 .d 1) . а d 2 h 2•1• d +. + 8ф~ sh 2tJ>o d + Фосh2фо d _12Фо с Фо + - Щ s '1'0 

+ 3 (2сх:- ~) - 2Ь(3 d cl1 2•1• d + -~- sh 4ф d -
16фg 'fO 128ф~ о 

_ 12а- 5~ - 4Ь~ sh 2tj> d + ф d (s11 2Фо d _ 1) О J . ( 41) 
64ф~ 0 0 2Фо d 

1 

Из (40) и (41) определяем 

Ь = {(Зф2 -l) (s1I2'1J _ 1_ 2'1]
2 

sh 2'1J) + 2Н~ [- d
2 

sh 2'1] (1 + 2'f) th 'fl) + 
о 2"1) 3 2'1] ch2"1) 12'1) 

+ d2 (sh2'1J) 2 
( 1 + .!.) _ ~ sh 4'1) _ 19 + 1271 th 'IJ + 5c112'1J + J:_ sh 27] (1- 't/2)]} Х 

(2"1))2 "tJ2 16ф~ 4"1) 16ф~ 8ф~ 2ф~ 2"fj 

{ ~ }~ х Зф~- 1 - 0 
2 (1- 8112

7J + 2'f/ th 't/- tl1 'f) • sh 2'tJ + ch 2'f/) . ( 42) 
2ф~ ch "fJ "1) . 

Здесь 'tJ = Фоd. 
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Переход из сверхпроводящего состояния в нормальное под дей­
ствием магнитного поля является для пленок с толщиной d > d1, фазо­
вым переходом I рода. Критическое пoJre для фазового перехода I рода 
определяется соотношениями (21), (22). 

Подставляем в (21) и (22) найденные значения tj>, А и Н: 

2 ~~ (2- ~~) + н2 tll ~od - 2 ~ 1 (43) 
HJc = 2 к ~od х ti • 

Здесь 

1 =- ф0/1 + tj> 0!4 + tj>~13 + ~g11 + ~ 12 + 1о- Но [А 1 (d)- А1 (0)]; , 

(/ 

14 = ~ A~tj> 1dz; 
о 

11 

d 

1з = ~ A0A1dz; 
о 

15 =~Но (z) H 1dz. 
о 

Интегрируя и используя соотношение (35), получаем окончательно 
для фазового перехода I рода 

2_ ~~(2-~~) _.2 (~~-1)2 
HJc- 2 [1- (th "1) /"1))] х 2 [1- (th "1) /'IJ)] [1- (Sil2'1) / 2'1))] 2 Х 

Х [!.. + ~ sl1 !f"l) _ ·( sh 2?J)2 _ sh 2 
2"1)] • 

4 /± 4"1) 2"1) 6 (44) 

Здесь "1 = ф0ti и t\Jo попрежнему опредеJшется соотношением (35). 
Из (35) видно, что с увеличением ПОJIЯ r<оrщентрация. свободных 

электронов 1 tj> 12 убывает, и если она обратится в нуль, то пленка 
перейдет в нормальное состояние, причем будет иметь место фазовый 
переход II рода. Из (31) следует, что 

(45) 

ПодставJJЯЯ сюда t\11 на (34) и учитывая (33), (42), находим при t\1~_,_. О 

r\,2 - rlr2 + 8 (xd)
2 + Q ( 4. 2,\,2) 

1 - io 105 (1- 4f6d2 ) х 'х •о · (46) 

Из {35), полагая tj> 2 __,-,О, находим r<ритичесr<ое поле для фазово­
го перехода II рода 

( Н~< )2 682 l 8 (xd )2] - =- 1+--
н"м tt2 105 8 . • 

(47) 

Этот результат совпадает с получаемым из (44) при малых r<анцен­
трациях сверхпроводящих элеr<тронов (ф->0). 

f(ак видно из (46), в точке d = d1, = У5/2 [точнее, в точке 

~2 1 
Бtj>~- 3 + 1 _ (sh ~~d / 2~od) 2•~od th tj> 0d =О, (48) 

т. е. в точке максимума кривой Н~ (•v~) (35)] первая поправка к ф~ обра­
щается в бесконечность. Следовательно, в этой точке и в неr<Оторой 
ее окрестности ряд (31) расходится, и выражения дJIЯ величины кри-

''· i 

! 

~ 
1 

I 
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тического nоля (43), (44), (47) пеприменимы.(При х,___,О,2--;-О,3 область, 
в которой неприменимы выражения (43), (44), (47), определяется усло­
вием: 

1 d- drc 1 ~У., (49) 

Оценка области сходимости ряда (31) nроизводится при nомощи тео­
ремы Пуанr<аре [7

].) 

Найденные выражения для Нк при х =О совпадают с полученны­
м.и в [1]. Поправки nорядка х2 в (44), (47) маJIЫ. Как видно из 
(34), ( 42), при ~0 , стремящемся к нулю, первая nоправi<а порядка х2 , 
т. е. ~ 1 , неограниченно возрастает, хотя ~2 с точностыо до членов 
порядка х2 остается конечной. Конечной остается также nonpamш 
,....., х2 к Hrc в ( 43). Если произвести подстановку ~2 = и в уравнениях (2) 
и разложение (31) провести уже для и и А, можно избежать указан­
ной расходимости: 

nри 

tt0 -7> О, Ul-7> 105 (1- 4f5dz) 

Для nроверки наших резуJiьтатов найдем в закJJiочение решение 
для очень тонких пJiенок d <о. В этом CJiyчae решение можно найти, 
разлаг ан его в ряд по степеням z' = z 1 о <Z..: 1. 

со ~(n) (О) n. 
ф = ~ nl z' 

fl=O (50) 
оо А (/1) (О) n 

А = .2J t1! z • 
11=0 

Граничные условия для nленки тоJiщиной 2d (от О до 2d): 

rl~ \ - dф 1 - О· 
dz t=O - dz Z=2d - 1 

dA 1 _dA 1 _Н 
dz Z=O -- dz Z=2-i - О• 

(51) 

Используя уравнение (2) и граничные условия (51), находим ~<n> (О) 
И А (n) (0): 

1. ф (О)= ~0 • 

2. ~(l) (О) =О. 

3. ~(з) (0) = х2 ф0 [А~- 1 + ~0']. 
4. ,~(з) (О) = 2х2 ~0 Н0А0 • 

5. ~<4) (О)= х2 (2Н~~0+ 2АБ·v0') + х4 ~0 (А~- 1 + ф0') (А~- 1 + 3ф0'). (52) 
6. ф<оJ (О) = х2 (8Н0А0ф0') + х4 [8А~Н 0ф0 

- 8А 0Ноф0 + 12А0Н0ф0 •]. 
7. ~(о) (О)= х2 [8ф0'А~ + 8~0'Hg] + х4 [-14Н~ф0 + 18~0'Н~­

-18~0• А~+ 18·~0 ' Аб + 22·~0• А~+ 30Н~А~ф0] +О (х6). 

Выпишем еще члены, содержащие наивысшую степень Н0 (так J<ai< 
н" r--J 1 1 d). 

8. ф<7 J (О)= х2 (32А0Н0ф0') + х4 (60Н~Ао~0) + 0 7 • 

9. ф(э) (О)= х2 (32А~ф0' + 32Н~ф0') + х4 (6ОН~ф0) + 0 8 • 
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Все невыписанные коэффициенты ~<n> (О) имеют бoJree высоrш:й: по­
рядоr' по d 2 или по х2 • Для А: 

1. А (О)= А0 • 

2. А <1> (О) =Но. 
3. А (2

) {О) = ~о'А 0 • (53} 
4. А (з) (О) = 1\1°' Но. 
5. A(<t) (О)= ф0,А0 + 2•iJ0,A 0x.2 (А~- 1 + 1\1°"). 
6. А (б) (О)= ф0.Н0 + 2~0'х2 [Н0 (А~- 1 + ~0') + 2А~Н0]. 

При ф0 --.,. О, ф ____,.О, а А-> H 0z + А0 • Здесь переход при ф'!, стреми­
щемся к нулю, гладкий: q/1>, 1\1(2), ... не имеют расходимостей. 

Из {51) определяем А0 и ф0 : 

Н = d.A (2d) = ; А (n) (О) (2d)n-1 
0 dz L..J (n -1)! · (54) 

/1=1 

Подставляя сюда A(n) (О) из {53), находим, что {54) удовлетворяется: 

а) при ~о· = О, 

б) при ф0' + О; 

Для определени!l ф0 имеем 

О= dф (2d) = ~ ф(n) (О) {2d/t-1. 
dz .L.J (n-1)1 

11=1 

Используя (52) и (55), получаем отсюда 

,,,о• l H~d2 
4 dQ H~d2 

( 1 H~d2 
) 

'r = -·--г +s- ~-3- --3- + 

+ (xd)ll [ H~d2 (- :~ + ~~ H~d2)] +О (х1; do; Н~dв; x2d4 ... ). 

Найдем теперь критическое магнитное поле (21 ), (22) 

н2_ 1 11 +12+18+14 , 
((- 2- 2d ' 

211 . 3 о (3) 4 

. /t = ~ ф2dz = 'fo• (2d) + фоф(2} (2~) + 21)1 3~ (2~) + 
о 

+ 2фоф(4) (2d)5 +О (х4 dO)· 
41 5 ' ' 

/2 = ; ~d ф4dz = ; [ Фо' (2d) + 4фо' ф~~~ (2:)з + 4фо' Ф~~) (2:}4 + 
о 

(56) 

(57) 

(58) 

1! 



О разрушении сверхнроводимости nленоi( в магнитном nоле 201 

2d 

/ 4 = ~ (А2~2 + Н2 - 2Н0Н) dz = -· 2dH~ + А~~о· (2d) + 
о 

+ 2А Н 1 о• (2d)2 _j_ (Н2,1,о' -1- 2Az,l,o') (2d)3 +}_(А Н .!,о') (2d)4 _L 
о oqi 2 -~ о 'i' о 'i' 3 3 о O'i' 11 г 

+ 172 H~tj!o' (2:)" + О (d4; H~do . .. ). 

Используя теперь (52), (53), (55), находим, что (58) удовлетворяет­
ся при ~о·= О, т. е. имеет место фазовый переход II рода. Из (57) 
получаем, что для этого перехода 

(59) 

Уравнение (58) удовлетворпется также при отрицательных ф~, что 
не имеет физичесimго смысла. Соотношение (59), I<ai< это и должно 
быть, получается из (46) при d < 1. Из (57) видно также, 
что если ~о· [см. (36)] стремится rc нулю (т. е. 1/3 H~d2 -+ 1), то ~0'-+ 
-> (8/ 105) x2d2 + О (х4 ••• ). Этот результат совпадает с ( 45) для очень 
тонrшх пленок. Отметим, что полученные нами поправки порядка х2 

к Н1( [см. (25), (30), (43), (44), (47)] малы (порядка 0,1 %-0,3%) и лежат 
поr<а за предеJiами точности ЭI<сnеримента. 

В заключение автор выражает глубоrсую признательность своему 
руководителю проф. В. Л. Гинзбургу за внимание и многочисленные 
советы. 
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ТЕМПЕРАТУРНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ МАГНИТОСТРИКЦИ И 
ФЕРРОМАГНИТНЫХ СПЛАВОВ 

Д. И. Волtсов и В. И. Чertep7-tиtcoв 

Проведено исследование температурной зависимости магпитострикции насыщении 
ферромаГIJитных сплавов на никелевой основе (Ni- Cu, Ni- Мп, Ni- Fe). Покаэано, 
что результаты измерения находятся в хорошем согласии с теорией. 

1. Введение 

Теория температурной зависимости четных эффектов, предJюжен­
ная Акуловым [1], приводит I< линейному заr<ону зависимости r<онстант, 
характеризующих четный эффеr<т, от температуры. Для магнитострик­
дни этот закон имеет вид 

(1) 

r де ~-~)' ),<[J - магнитостриrщия насыщения соответственно при абсо­
лютном нуле и температуре Т, 8- точr<а Кюри. 

Экспериментальная проверка формулы (1), нраведенная рядом 
исследователей [2•3], лоr<азала, что эта формула находится в согласии 
с данными измерений ),s, полученными на чистом никеле в широr<ом 
интервале температур. Од:наr<О зависимость магнитостриrщии от темпе­
ратуры для ферромагнитных сплавов до сих пор эr<спериментаJrыrо 
почти не изучалась. Систематические измерения, проведеиные Штур­
I<Иным [4

] на мопокристаЛJШХ r<ремнистого железа (3,5 вес. %Si), дали для 
этого сплава r<райне сложную зависимость r<оr-rстант магнитостриrщии 
от температуры. Исследование температурной зависимости магнито­
стриrщии насыщения ферромагнитных сплавов из неферромагнитных 
компонентов (Mn, Sb), проведеиное Волr<авым [5), показало также, что 
вдаJПт от точюr Кюри /,s изменяется не по линейному зar<or-ry. Таким 
образом вопрос о применимости формулы (1) т< сшшвам остается в 
полной мере не выясненным. 

Целью настоящей работы является исследование температурной 

,: 
' 

,. 
;: 

зависимосrи магнитостриrщии насыщения ферромагнитных сплавов с t 
никелевой основой (сшrЕtвЫ Ni- Cu, Ni- Мп, Ni- Ре). При этом 
мы ставили своей задачей изучение температурной зависимости ),<[J 
не в широком интервале температур, а в области, сравнительно близ-
r<ой r< точке Кюри (Т~ 8). Это было сделано из тех соображений, 
что для этой области температур Jrиr-rейный закон в форме (1) непо­
средственно вытекает, r<ar< известно, из самых общих термодинамиче­
ских положений [6

]. В этом смысле линейный заr<ан (1) здесь является 
точным заr<аном; однако экспериментальные исследования температур­

ной зависимости магнитострикции насыщения, проведеиные в [7] 

и (В] на чистом никеле, пОiшзали противоречивые результаты. 
По данным [7] Лs монотонно уменьшается с изменением температуры по 
неr<аторой кривой, асимптотичесrш стремя:Щейся r< оси Т при Т> 8. 
В то же время результаты работы [8] подтверждают линейный закон 



Температурная зшв>иеи:мюстъ маnнштостр!И1!ЩИIИ ф€1j)rроtМаrnнитных аплавов 209 

:зависимости /,s от Т, и при Т= El, l,s оr<азывается действительно рав­
:ной нулю. С этой точrш зрения, постановка иссJJедования температур­
ной зависимости магнитострикции ферромагнитных сплавов с никелевой 
основой в области темnератур, близких к точке Кюри, представляет 
-особый интерес. 

2. Установка и метощша измерений 

При измерении магнитострикции в последнее время (начиная с 
1947-1948 rr.) nолучил широкое nрименение метод проволочных 
тензометров (датчиков), предложенный для этих цеJiей Аr<уловым и 
Волr<овым [9

]. Измерения температурной зависимости магнитострикции 
при помощи тензометров, наклеенных пепосредственно на поверхность 

испытуемых образцов, возможны для области температур от низких 
до= 200°С. При более высоких температурах приходится применять 
выносные датчиr<и. Впервые разработка выносного тензометра для 
измерения магнитострикции и термического удлинения была проведе­
на конструкторсrшм бюро завода <<Эталон>>. Простейший тиn выносного 
датчика, состоящего из одной натянутой проволочки тензометра, 
использовали в своей работе Белов и Шмидт [10]. 

В нашей работе был применен выносной тензометр нескольi<о ино­
го типа. Испытуемый образец (в форме удлиненного цилиндра или 
эллипсоида) нижним своим концом упирался в дно кварцевой трубки, 
верхний конец образца через тонr<ую кварцевую трубочку зажималея 
цангой :направляющей головки. Между направляющей головкой и специ­
:альными хомутиь:ами, жестио связанными с I<варцевой трубi<ой, натягива­
лись две параллельные и расположенные симметрично относительно оси 

испытуемого образца тонкие (20-25J-L) проволочки тензометра. Предвари­
тельное растяжениепроволочеr< тензометра производИJюсь всякий раз при 
постоянном натяжении. Проволочrш тензометра, r<ar< обычно, включались 
в мост Уитстона. Опыт показаJr, что описанный выносной тензометр с 
двумя проволочками работает значительно более стабильно, чем вынос­
ной датчик с одной проволочкой. Кварцевая трубка с испытуемым образ­
цом и тензометром вставлялась в расположенную в канале намагничива­

ющей катушки печь с бнфилярной обмоткой. Отклонение по шкале 
в 1 мм (чувствительность установки) соответствовало изменению длины 
образца Ь..Z/l = 0,6·10-7• Дополнительная проверка чувствительностн 
установки производилась при помощи измерения магнитострикции 

на никелевых образцах, причем измерения повторялись мiюгократно 
при различных натяжениях проволачек тензометра в различных усло­

виях опыта. Опыт показал, что относительная ошибr<а этих измерений 
составляет не более 2%. В опытах использовалась удлиненная эле­
r<трическая печь, так что по длине образца создавалось однородное 
температурное поле. Размагничивание образцов перед каждым изме~ 
рением осуществлялось способом коммутации постоянного тока и 
затем персменным током убывающей амплитуды. При размагничивании 
испытуемых образцов путем нагревания их выше точки Кюри, с 
компенсацией земного магнитного поля, величина магнитострикции 
насыщения, как показал опыт, остается практически той же, что и в 
первом случае. 

Объектами исследования являлись образцы из сплавов Ni - Cu 
(7,4; 14; 18,8; 23,5 ат. %Cu, остальное Ni), Ni -Mn (3,7; 8,5 ат. %Mn), 
Ni- Fe (55 вес. %Fe, 45 вес. %Ni). Исходными материалами для изго­
товления образцов служили элеJ<тролитичесi<ие никель, медь, марганец 
и I<арбонильное железо. Плавка производилась в высокочастотной 
печи. Образцы получались путем насасывания расшrава в фарфоровые 
трубки. Образцы отжигались при температуре . 1000°С в течение 
5 час.,· с последующим медленным охлаждением вместе с печью. 

6 ЖЭТФ, М 2 (8) 
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У сJювия опыта были таковы, что при наложении магнитного поля 
измерялось адиабатическое изменение длины испытуемых образцов, 
обусловленное явлением магнитострикции и термическим расширением, 
вследствие магнетокаJюрического эффекта. Однако, как показано в 
одной из посJrедних работ [11], магнетоr<аJюричесrшй эффен:т в сшшвах 
с никелевой основой (сплавы Ni- Cu) мал по веJrичине. К тому же 
влияние этого эффекта на ход магнитостршщии может проявиться 
заметным образом лишь при температурах в непосредственной бли­
зости н: точке Кюри. 

3. Результаты измерений 

Как уже указывалось, исследования температурной зависимости 
магнитострикции насыщения Лs в области темnератур, близких к точке 
Кюри, проведеиные в [7•8] на никеле, даJrи противоречивые. результаты. 

В целях уточнения данных этих иссJrе­

5SO IJOO 

-5 

-10-

-15-; 

Рис. 1. Никель. ><-данные рабо­
ты (8] 

до:ваний для никеля нами вначаJrе были 
измерены изотермы магнитострикции 

никеля и по ним определена темпе­

ратурная зависимость ), .. , приведеиная 
на рис. 1. Kar{ видно, магнитострик­
ция насыщения юшеля с повышением 

температуры изменяется по линейному 
закону в области температур от 533°!\ 
до точки Кюри (9 ~ 623°!\). Точка 
Кюри исследуемого никеля определя­
лась при помощи измерений намаг­

ниченности и восприимчивости на маг­

нитометре в слабых полях. При этом 
измеренная указанным способом точка 
Кюри совпала со значением темпера­
туры, при которой продолжение пря­
мой рис. 1 пересекает ось Т. 

Из рис. 1 видно также, что ре­
зультаты наших измерений нахо­
дятся в хорошем согласии с дан­

ными работы [8], которые на рисунке 
обозначены I{рести[{ами. Необходимо 
далее отметить, что с целью про­

верки влияния способа размагничивания на ход изотерм были произ­
ведены измерения магнитостриrщии насыщения noc.rre размагничивания 
образцов методом нагревания выше точr<и Кюри, при одновременной 
компенсации земного поля. Образцы нагреваJi:Ись до 690°!\ и неi<ото­
рое время выдерживаJIИСЬ при этой температуре, после чего произ­
водилось охлаждение до нужной температуры и включалось поле 
максимальной 13еличины (Н~ 1300 Ое). Полученные результаты пока­
зали, что величина магнитостршщии насыщения существенно не из­

меняется при изменении способа размагничивания испытуемых образ­
цов, и, следовательно, характер зависимости Лs от Т этим не 
нарушается. 

Таким образом наши измерения дают для никеля линейную зависи­
мость магнитострикции насыщения от темnературы лишь в сравни­
телыю узком интервале температур (~ 90° ниже точки Кюри), что и 
следовало ожидать, исходя из термодинамического закона зависимости 

:йзменения Л от Т. 
Из ферромагнитных сплавов на никелевой основе наиболее подробно 

нами была исследована температурная зависимость магнитострикции 

l 
( 
! 
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l:IИI{ель-медных сплавов, которые были взяты по следующим сообра­
жениям. Сплавы Ni- Cu в широкой области концентрации образуют, 
I<ак известно, твердые растворы. Под влиянием меди лонижается 
точiш Кюри и уменьшается Iюнстанта энергетической анизотроnии, 
что деJrает возможным в процессе измерения ),s исnользовать сравни-

Рис.2. ()2,6 ат. %Ni и7,4 ат.% Сн. J-T=533°K; 
2-Т=525°1\; 3-Т=507оК; 4-Т=457°К; 5-Т=421°К; 
6- Т= 389аК; 7- Т= 347аК; 8- Т= 321сК; 9- Т= 285аК 

Рис. 3. \J2,6 ат.% Ni и 7,4 ат.% Сн. 1- Т= 5!:i6°K; 
2- Т= 546°1\; 3- Т= 541°1\ 

тельно невысоrше темnературы и относительно слабые магнитные nоля 
для получения технического насыщения. Поэтому влияние парапро­
цесса на величину ),s здесь существенно мало. Вместе с тем магне­
токалорический эффеrа в этих сплавах, каи уже отмечалось, имеет 
относительно малую величину, и: поэтому добавочное изменение дли­
ны испытуемых образцов, связанное с этим эффектом, лрактичесrш 
можно для этих сплавов не учитывать. 

На рис. 2, 3 в кач.естве nримера даны изотермы маrнитострикции 
сплавов Ni-Cu с содержанием меди 7,4 ат.%. Общий вид этих 
изотерм, как и изотерм для остальных спJrавов никель-медь, подобен 
изотермам чистого никеля. 

Интересующая нас температурная зависимость магнитостршщии 
насыщения ·сплавов Ni- Са представлена на рис. 4 и 5. Кан: видно, 
для всех сплавов Ni -С н, I{онцентрация меди в иоторых изменялась 
в широком интервале (от 7,4 до 23,5 ат.%), ),~ при температурах, 
блИЗ!{ИХ к точi<е Кюри, уменьшается пропорционально Т. 
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таким образом для для сплавов Ni- Cu, как и для чистого никеля, 
выполняется термодинамический закон зависимости /,s от Т в области 
температур, близтшх к е. Вне этой области имеет место отступление 
от линейного закона, и Лs медленее изменяется с изменением темпе-

ратуры. Укажем, что для 
,!.1/{:!."00c.._ _ __!e'IS.г"!l-~r-::i:.r----:т,;:;r----тшl':'-O сп л а во в N i - Cu точка Кюри 

Т"К определялась нами незави­
симо от магнитных измере­

ний на магнитометре. Точ­
ки Кюри, найденные таким 
способом, совпали со зна­
чениями температур, опре­

деленными путем ЭI{Страпо­

ляции прямых рис. 4 и 5, 
а также с данными работы 
[12]. Это обстоятельство дает 
основание сделать заключе­

ние, что точка Кюри ферро­
магнетиков может быть оп-

-s 

-10 

Рис. 4. х -92,6 ат.% Ni и 7,4 ат. % Cu: 
8--:-86 а т. о/о Ni и 14 nт. % Cu 

ределена также из измерений 
магнитостриrщии насыщенин 

при повышенных темпера­

турах. Поскольку здесь 
точка Кюри определяется исходя из точного термодинамического 
закона, этот метод является, как нам nредставляетсн, с принципиаJrь­

ной стороны достаточно обоснованным. 
Интересно отметить, что JOO 'ISO 

кривые зависимости Лs от о .--'!!/!!.---~~--т-::;iТ7--::;;:::т-~т~·к 
Т для исследованных спла-
вов Ni - Cu имеют в не­
посредственной близости к 
точке Кюри резкий излом и 
отчетливо выраженные а сим-· -s 
птотические «хвосты>>, ко­

торые исчезают лишь при 

нетсоторой температуре Tk> 
>е. При этом, чем больше 
концентрация меди в спла- -10 
ве, тем бо,льше разность 
Tk- е. Заметим, что анало­
гичные «хвосты» были обна­
ружены в [13] nри иссле­
довании температурпой за­
висимости спонтанной намаг-

Рис. 5. Х- 81,2 ат. о/о Ni и 18,8 ат. о/о Cu; 
8-76,5 ат. % N! и 23,5 ат. о/о Cu 

ниченности бинарных сnлавов. Наличие резко выраженных <<хвостов» 
на кривых зависимости l,s от Т связано, nовидимому, с тем, что об­
менное взаимодействие электронов · атомов в различных участках 
Rристаллической решетки сплавов Ni-Cu различно. Эта <<неоднород­
носты> обменных сил, обусловленная, возможно, микронеоднородно­
стями по составу (флуктуациями концентрации атомов) приводит н: 
значительной <<размытости» ферромагнитного иревращения в сплавах 
Ni- Cu'. Подобные сплавы не имеют, следовательно, фиксированной 
точки Кюри; их температурЬr ферромагнитного nревращеюш лежат в 
некотором, хотя бы и узком интервале значений. Аналогичный ре­
.аультат в общем был получен и при исследовании температурной 
зависимости магнитострикции сплавов Ni-Mn с небольшим содер­
жанием марганца (3,7 и 8,5 ат. 0/ 0 Mn). Сплавы с большой концентра­
цией марганца не нееледовались в СБЯЗИ с тем, что магнитострикция 

! 
1 
r 

f 
' 
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насыщения их изменяется в результате упорядочения атомов, возни­

кающего под влиянием температуры. Результаты измерений: для 
сплавов Ni- Mn даны на рис. 6. : 
Для этих сплавов, так же как и 
для сплавов Ni -Си, линейный 
закон изменения Лs с Т соблю­
дается при температурах, близких 
r< точке Кюри, и приблизительно 
в том же температурном интерва­

ле (для 3, 7 а т.% Mn - от ~ 525° 
до 625оК и для 8,5 ат.% Mn- от 
475 до 575°К). В непосредствен­
ной близости к точке Кюри на­
блюдается та же r<ачественная · 
картина, а именно, обнаружива­
ются <<хвосты» на кривых зави­

симости Лs от Т. Характерно, 
однаrю, что эти <<хвосты» на 

сплавах Ni- Mn менее выраже­
ны. 

500 550 850 

Т'К 

-5 

-ro 

Рис. 6. х-96,3 ат.% N! и 3,7 ат. %•Mn; 
8-91,5 ат. % N! и 8,5 ат. % МnГ 

Исследование температурной зависимости магнитостриrщии железо,. 
ниr<елевых сплавов, как и предыдущих сплавов Ni- Си, Ni- Mn, до 

10 

250 500 750 /000 IZ50 
Н (Ое) 

Рис. 7. 45 вес. % N! и 55 вес.% Fe. 1- Т1 = 283°К; 2-
Т2 = 323°К; 3- Т3 = 4:1.1°К; 4- Т4 = 447°К; Б-7.~ = 513о!(; 
б- Т6 =5G5°K; 7- Т7 = 615°К; в- т~= 647°К; 9- То= G6оак; 

10- Т10 = 696 К 

сих пор не проводилось. Из всей серии железо-ниr<елевых"" сплавов 
нами был взят лишь сплав содержащий 45 вес.% Ni и 55 вес.% Fe. 

' Указанный сплав удобен для 
A..s'108 подобных исследований в 

10 

JOO 500 600 

Рис. 8. 45 вес. % Ni и 55 вес. % Fe 

том отношении, что одна 

из констант магнитострик­

ции, как показали измере­

ния [14], при комнатной тем­
пературе близка I< нулю 
(Л100 ~ 0). Тш<им образом из­
учение температурной завИ­
симости магнитострикции 

насыщения ).s поликристал­
лических образцов даниого 
сплава· дает в то же время 

определенные сведения о температурной зависимости константы 
магнитострикции (r<:анстанты Лш). Часть изотерм магнитостриrщии 
сплава 45 вес.% Ni, 55 вес. % Fe даны на рис. 7. В целях исключе­
ния магнитострикции парапроцесса, которая для этого сплава имеет 
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достаточно большую величину уже в сравнитеJJьно СJJабых магнитных 
noJJяx, I{ривые )., (Н) экстрапоJJироваJJись на ось Н= О. Таким образом 
опредеJJяJJось значение магнитострикции насыщения ),s и строилась 
зависимость этой веJJичины от температуры, ПОI{азанная на рис. 8. 
Приведеиные данные наказывают, что магнитострикция насыщения 
спJJава 45 вес.% Ni, 55 вес.% Fe уменьшается по JJинейному закону с 
увеJJичением температуры. В отJJичие от иссJrедованных нами спJJавов 
Ni- Cu и Ni- Nln JJинейный ход зависимости Лs от Т дJJя указанного 
спJJава имеет место, однако, в бoJJee широком интерваJJе температур. 

В связи с резуJJьтатами, nоJJученными в настоящей работе, пред- }.· ... 
ставJJяет существенный интерес изучить зависимость спонтанной r 
намагличенности ферромагнитных спJJавов от Т в обJJасти температур, 
бJJизких к точке Кюри. 

Московский г осу дарственный 
университет 
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ВТОРИЧНАЯ ЭЛЕНТРОННАЯ ЭМИССИЯ ТОННИХ СЛОЕВ Ве. 1 

И. М. Бронштейн и Т. А. Сж,ородuтщ 

Исследовано изменение коэффициента вторнчной электронной эмиссии cr и 
распределение вторичных электронов по энерrияы при адсорбции атомов Ве на Ni. 
Показано, что при адсорбции чистого Ве cr монотонно уменьшается, в случае же 
ддсорбции не совсеы чистого Ве коэффициент вторичной эмиссии а сначала возра­
стает, а затем уменьшается до значения сrве· Установлено, что в пнтервале от 100 
до 600 eV rJiубина выхода вторичных эJiектронов линейно зависит от энергии пер­
вичных электронов. 

1. Введение 

Исследование вторичной электронной эмиссии из тонких металли­
ческих nленок nозволяет определить глубину выхода вторичных 
электронов и выяснить другие вопросы, связанные с механизмом 

явления. Этому вопросу посвящено нескоJJЫсо работ. Так, например, 
в работе [I] при изучении вторичной эмиссии из тонких слоев се­
ребра, нанесенных на nлатину, показано, что при En = 20 eV глубина 
выхода вторичных электронов составляет ,..._" 12 атомных слоев, при 
En = 50 е V - ,._, 25 атомных слоев и для En = 100 е V - ,..._" 150 атомных 
слоев. 

В работе [2
] исследована вторичная электронная эмиссия тонких 

nленок платины, нанесенных на алюминиевую подложку. В области 
En < 8000 е V была обнаружена линейная зависимость между г лубиной 
выхода d вторичных и энергией первичных электронов, причем 
En = 800 eV соответствует глубина d = 25 атомных слоев. В интер­
вале En = 800- 2000 eV глубина выхода вторичных электронов возра­
стала значительно быстрее, чем энергия первичных, и достигала при 
En = 2000 е V 100 атомных слоев. В этой работе, однако, лолучены 
.завышенные значения I{оэффициента вторичной ЭJJектронной эмиссии cr. 
Так, например, nри En = 750 eV получено значение коэффициента 
а = 2,25, в то время как на самом деле для чистой платины сrм81,с= 1, 78 
при En = 700 eV [3

]. 

Вудынский [4 ] изучал вторичную электронную эмиссию юшно­
образного слоя серебра, нанесенного на необезгаженные поверхности 
,алюминия и слюды. Им была обнаружена линейная зависимость между 
глубиной выхода вторичных и энергией лервичных электронов в боль­
шом интервале энергий последних (300-9000 е V). Г лубива выхода 
()Казалась ,..._, 10-50 Ш\-". 

В работе Вудынского наблюдались дополнительные эффекты, обу­
словленные, повидимому, наличием потенциальных барьеров на гра­
нице пленки серебра и окиси алюминия в одном случае и серебра 
.и слюды- в другом. Кроме того, им nолучены завышенные значения 
cr для серебра. Все это до векоторой степени снижает ценность полу­
·ченных им рез;::льтатов. 

Бронштейн l5 ] исследовал вторичную эмиссию пленок серебра, 
нанесенных на никелевую подложr<у. До нанесения на нее серебра 
.ама1сс подложки был равен 1,33 при En = 500 eV. В процессе предва-
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рительных экспериментов, после того как серебро неоднократно на­
носилось на мишень, а затем удалялось с нее испарением, коэффи­
циент а никеля увеличился на О, 1, что могло быть отнесено за счет 
увеличения шероховатости поверхности. Следователь~.о, в этой работе 
пленi{И серебра наносились на подложку, сrм.,сс котарои при Еп=500 eV 
был равен 1,43. 

При нанесении полутораатомного слоя серебра I{Оэффициент вто­
ричной эмиссии а никелевой подложки изменился таким образом, 
что в интервале Еп = 30-800 е V он оказался равным а лg· На этом 
основании был сделан вывод о поверхностном характере вторичной 
электронной эмиссии. Однако nри исследовании тонких пленок се-­
ребра, нанесенных на различные подложки со зна;ениями а от 1,3 
до 0,58, нами в настоящее время выяснено, что такои вывод явJrяется 
оШибочным, так как для того метода измерения глубины выхода вто­
ричных электронов, которым мы пользуемся, существенную роль. 

играют вторично-эмиссионные свойства самой подложrш. 

Вторично-эмиссионный ток эмиттера, который образуют собой пленка. 
и nодложка, состоит из двух частей- вторичных токов подложrш 
и пленки. Чем значительнее отличается вторичный электронный ток 
nодложки (<<темновой>> ток) от тока адсорбированного слоя, тем ЭI{Спе­
риментально определенная глубина выхода вторичных ЭJrектронов из. 
слоя будет ближе к истинной. В случае пренебрежимо малого то юз. 
подложки вторичный ток эмиттера почти целиком оnределяется свой­
ствами адсорбированного слоя. Если же вторичный ток подJIОжки 
значителен, то определение глубины выхода вторичных ЭJrектронов. 
сводится r< нахождению таких толщин адсорбированных слоев, при 
которых влияние nодложки перестает сказываться. Следовательно,. 
для измерения глубины выхода вторичных электронов необходимо,. 
как это заметил Кадышевич [6], выбрать таr<ие два металла, значения cr 
которых намнога отличаются друг от друга. Подложка должна,. 
таким образом, обладать либо малым, либо большим значением а ПО· 
сравнению с а адсорбированного слоя. 

ДJIЯ того чтобы поJшостыо исключить влияние подложки, необхо­
димо слои одного и того же металла последовательно наносить на 

разные подложки со все возрастающими (или убывающими) значе­
ниями Ь..сr = сrподл- а ел· Тог да, построив для данного En = const I<ри­
вую зависимости глубины выхода вторичных эJrектронов d от да,. 
можно найти d, соответствующее Ь..а = асл металла покрытия в слу­
чае, еСЛИ О' nодл~ rJcл, И Ь..а::::::; ацодл Б случае аподл ~ ас11 , Т. е. ИСТИННУЮ 
Глубину выхода вторичных электронов. 

В настоящей работе мы иссJrедовали вторичную электронную эмис­
сию тонких слоев Ве, адсорбированных на никеJiевой подложке. 
с:r~.шсс для Ni""" 1,3 (при Еп = 500 eV), а для Ве, по данным Хлебни­
кова [7

] и др. [8
], а,.акс~ 0,6 (при Еп = 200 eV), так что необходимое 

условие: Ь..с:r значительно больше c:r вс- выполняется. 
На первый взгляд может показаться, что выполнение .. последнего. 

условия может быть нарушено изменением работы выхода подложки 
при адсорбции на ней атомов электроположительного или электро­
отрицательного металла. Однако это не так. В самом деле, моно­
атомный слой Ве на Ni, уменьшив работу выхода последнего, всJrед­
ствие этого теоретически может лишь увеличить вторичную эмиссию 

подложки, а следовательно, и Ac:r = J с:rподл- c:rc11 J. Так как, уже начиная 
с е~ 2-3, работа выхода эмиттера-nодложка плюс адсорбированный 
слой -не меняется, то дальнейшее изменение а целиком б у дет опре­
деляться изменением толщины адсорбированного слоя. При нанесении 
атомов" элек:;роотрицательног.о. металла на подложку, а I<оторой мал,. 
первыи слои теоретически должен еще больше уменьшить а поДложки,. 
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а значит, у лучшить выполнение необходимого условия а nодл~ сrсл. 
Отсюда ясно, что для нашего метода не столь существенно равен­
ство работ выхода металла- покрытия и металла- подJюжки, за 
исключением тех случаев, когда наносимый металл обладает меньшей 

работой выхода и большим значением cr, чем металл- подJЮжiш. 
Впрочем, если работа выхода незначительно меняет эмиссию, то и 
это несущественно. 

Для получения более исчерпывающей картины явления мы снимали 
полные кривые cr = f (Еп) и !{ривые распределения по энергиям вто­
ричных электронов dcr / dEu = f (En) (г де Ев- энергия вторичных 
электронов), а не только зависимость cr от толщины слоя для не­
скольких избранных энергий первичных электронов. 

2. Техника и методика ЗI{СПеримента 

Техника и методика эксперимента, конструкция прибора и измери­
тельная схема описаны в работе одного из авторов [5 ]. 

Гiрибор представлял собой сферический конденсатор с отростками 
для электронной и молеr{у лярной пушек. В центре сферы помещалась 
мишень (подложка)- цилиндрическая никелевая коробочrш с плоским 
дном, диаметра 12 и высоты 10 мм. 

Молекулярная пушка состояла из танталового цилиндра, внутри 
которого помещались молибденовый цилиндрический сосу д с горло­
виной, наполненной Ве, и вольфрамовая спираль для его подогрева. 
Снаружи, для теплоизоляции, молекулярная пуш!{а аиружалась еще 
одним танталовым цилиндром. Такая конструrщия пушки позвоJшла 
при сравнительно небольшой мощности накала (54,6 W) доводить ее 
температуру до ,.__ 1200 °С. Отверстие молекулярной nушки практи­
чески мгновенно отr{рывалось и закрывалось заслонкой. 

Скорость конденсации Ве определялась по весу CJIOЯ, осажденного 
на слюдяную пластинку. Слюда располагалась под таким же углом 
к пушке, как и мишень прибора. В трубке, где градуировалась моле­
кулярная пушка, расстояние от пушки до слюды было в два раза 
меньше, чем расстояние от пушки до мишени в приборе. Следова­
тельно, согJшсно закону Ламберта, конденсация Ве на мишени в при­
боре происходила в четыре раза медленнее, чем на слюде. При ука­
занной выше мощности нат{ала молекулярной nушки скорость нане­
сения моноатомного слоя (6 = 1) Ве на мишень ОI{азалась равной 
(68 + 23) сек. В дальнейшем величина ПОI{рытия мишени определялась 
по времени конденсации, в соответствии с градуировкой пушки. 
Диаметр атома В е мы приняли равным 2,25 А. 

При градуировке молекулярной пушки Ве наносился не толы<О 
на чистую слюду, но и на слюду, предварительно покрытуrо нике­

лем и серебром .. Скорость конденсации Ве оказалась с точностыо до 
10-15% не зависящей от природы подложки. 

Все измерения производились при непрерывной откачке. Вакуум 
измерялся манометром Мак-Леода. Прибор обезгаживался длительное 
время при температуре 400 °С. Обезгаживание пушек производилось 
токами высокой частоты, мишени- спиралью, помещенной внутри 
нее. Обезгаживание прибора, пушек и мишени продолжалось длитеJIЬ­
ное время до достижения устойчивого Ваl{уума < 1 о-в мм. Кроме 
того, каждый раз перед измерениями производилось кратковременное 
обезгаживание nрибора и его металлических частей. В результате 
такой тщательной тренировки в приборе во время работы всегда 
был вакуум прилипания. При исследовании вторичной элеl{тронно:й: 
эмиссии последнее обстоятельство весьма существенно, так как от 
степени вакуума зависит достоверность полученных результатов. 

Эксперимент nроводился следующим образом. Сначала снимались 
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кривые а = f ( En) и dcr fdEв = f (Ев) для никелевой мишени (подложки). 
При этом тщательно проверялось отсутствие <<вытягивающих>> коллек­

торных потенциалов. После того как мы убеждались в том, что по­
лученные кривые со временем не меняются и характерны для чистого 

никеля, на мишень последовательно наносились слои различной тол­
щины (6 = 0,7; 1,3; 2; 2,6; 4; 6,5; 10; 16; 21; 26; 39; 52; 65; 78; 104; 
130 и т. д.) и при этом каждый раз исследовалась зависимость а от 
En и . распределение вторичных электронов по энергиям для различ-

ных Еп. ' 
Полученные результаты неоднократно воспроизводились, так как 

после удаления с мишени Ве вторичная эмиссия последнеЧ была 
такой же, как и до нанесения на нее Ве. Результаты измерений не 
зависели от того, наносился ли слой Ве данной толщины сразу 
одной порцией или по частям, более мелкими порциями. 

3. Результаты измерений 

Результаты первых измерений зависимости а от En для различных 
·6 представлены на рис. 1. Как видно, при всех En по мере возра­
·Стания 9, коэффициент cr сначаJJа растет, ДОСТИГаЯ при 8=4 макси-

Рис. 1. Кривые зависимости 
I<Оэффициента вторичной ЭJiек­
тронной: эмиссии cr от энергий: 
nервичных элеi<тронов Еп при 

адсорбции В е на юшеJiе. К ри­
nая 1 характеризует вторичную 
эмиссию чистого Nl ДО !СОI!ден­
сации па него Ве (сrм,шс = 1,27 
при Еп = 500 eV). Кривой 2 со· 
ответствует е= 0,7; 3- е= 
=1,3; 4-{:<}=2+4; 5-Е>=. 
=5,5; б- е = 10; 1- е >· 90 

атомных слоев 

мального значения 1, 7, затем монотонно уменьшается. Максимумы 
кривых постепенно сдвигаются в сторону меньших En. При 6:;;? 90 

· устанавливается вторичная элеr<рот-шая эмиссия, характерная для 

чистого В е (crмai(C'""' 0,6 при En = 200 е V). Эта зависимость J от е для , 
En = 300eV представлена на рис. 2. ' 

На рис. 3 представлены результаты повторных измерений зави­
симости а от энергий первичных электрона!;! для различных значе­
ний 8. Из рисунка видно, что в этом случае с возрастанием в при 
всех En коэффициент а не возрастает, а лишь постепенно уменьшаясь, 
стремится к значению а для Ве. Последняя кривая 15 соответствует 
эмиссии чистого Ве (сrма 1(с = 0,62 при En = 200 eV). По данным рис. 3 
можно построить кривые зависимости а от в для различных значений 
En, изображенные на рис. 4. Анализ кривьrх показывает, что для за­
данного значения Еп, начиная с некоторого значения в, а перестает 
меняться. Этому значению 8 соответствует, повидимому, максималь­
ная пrубина, из которой при данном Еп могут эмиттироваться вто­
ричные электроны. В дальнейшем будем называть ее глубиной вы-
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хода" d вторичных электронов. Как видно из !{ривой рис. 5, постро­
еннон по данным рис. 3, гJrубина выхода за.висит от энергии Еп 
первичных электронов. В пределах значений Еп от 100 до 600 е v 

Рис. 2. Коэффициент вторич­
ной электронной эмиссии cr J(ак 
функция е при адсорбщrи Ве 
па Ni. Энергия первичных 

элеюронов Еп = 300 е V 

О' 

эта зависимость линейная, а для значений Еп больших 600 eV 
б ' ' рост ГJIY ины выхода заметно отстает от роста Еп, и, начиная с 

Еп = ~.осо eV, глубина·' выхода d оказывается величиной постоянной, 
равнои ,.._, 100 атомным слоям или ,.__, 23 1Uf1. Из этой же I{ривой видно 
что при Еп = lOOeV, d...._.6mr~. ' 

О' 

о 

Рис. 3. Кривые зависимости cr 
от Еп при адсорбции Бе на Ni. 
Кривой 1 соответствует эмис­
сия чистого Ni; 2- е= о,7; 
3-е=2; 4-е=2,6; 5-
е = 4; б- е = 6,5; 1- е =10; 
8-0=16; 9-8=21;10-
е = 26; 11-е = 39; 12-8=52; 
13- е= 65; 14- е =78; 15-
е = 104 атомных слоев. Кривая 
15 соответствует эмиссии мас-

сивног'о слоя Бе 

Следует обратить внимание па :кривые 9 и 10 рис. 3 (8 = 21 и 26 
атомным 'слоям). ДJrя этих значений 8, начиная с Еп>2ООеV, cr не 
зависит от энергий первичных электронов. 

Кривые распределения вторичных электронов· по энергиям 
dcr fdEв = f(Ев) были получены путем дифференцирования вольтампер­
ных кривых и предеl'авлены на рис. 6. При е = 4 кривая распреде­
ления по энергиям !Вторичных электронов в основном совпадает с 

7а:ковой для массивного. слоя чистого Ве. Эти :кривые совпадают с 
:кривой распределения, полученной в работе [9] для чистого Ве. 

Рис. 6 показывает, что характер кривых распределения вторич­
ных электронов по энергиям и положение их максимумов в основ­

ном зависят от свойс'l'В поверхности металла, что хорошо согJшсуется 
-с теорией Кадышевича [10]. Такой же результат был получен в работе[5 ] 



при нанесении нескольких атомных слоев серебра на нИкелевую 
подложку. 

Таrшм образом при постепенной конденсации Ве на никелевой 
подложке лишь в первом эi<сперименте (рис. 1 и 2) вторичная эмиссия 

d 

1./l 

Рис. 4 

мишени сначала возрастала, а за­

тем уменьшалась до значения 

эмиссии Ве; во всех последующих 
случаях эмиссия монотонно 

Рис. 5 

Рис. _'4. l{ривые зависимости cr от Е! Г при: 1- En = 100. 2- En = 200, 3- En = 300, 
4- En = 400, 5- Е~= 500, б- En = 600, 7- En = 800 eV. С1шрость устшювлени~1 
эмиссии, хартперной для мае, сивнога Ве, зависит от анергий nервичпых эле1провов. 
Стрелками nоказаны те значения е, ш1чипая с Itоторых коэффициент вторичной 

эмиссии мишени nерестает меняться 

Рис. 5. Глубина ·выхода вторичных эле1пронов на Ве, адсорбиро 11анного на Ni, I<ак 
функция анергий первичных электронов En 

уменьшалась от значения oNi• до значения оБе (рис. 3 и 4). Естественно бьr­
ло предположить, что результаты первых измерений соответствуют кон-
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Рис. 6. Кривые расnределения 
вторичных электронов no энер­
гиям. 1- 8 =О (чистый Ni), 
2-8=4, 3-8=16, 4-
-8= 26,5-8=100-ЗООатом­
ньrх слоев. Все I<ривые получе-

ны nри Е11 = 300 eV ~el 

денсации на подложке не совсем чистого Ве .. Дляпроверки этого пред­
положения в прибор был впущен воздух, после чего его стеклянные 
и металлические части тщательно обезгаживались, и затем снимались 
кривые зависимости о от е. В этом случае, ка;к и в первых опытах, 
был снова обнаружен рост эмиссии,. причем мансималыюе Значени~ 
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а зависело от времени пребывания воздуха в приборе, т. е. от 
времени окисления Ве в молекулярной пуrпке. Это, например, иллю­
стрируется кривыми рис. 7, изображающими зависимость а от е 
для Еп = 300 е V, причем кривая 1 снята после полуминутного, а 2-

О' 

!ODOEnleV] 

Рис. 7 Рис. 8 

Рис. 7. Зависимость а от е при адсорбции не совсем чистого бериллия сна Ni; 
Еп = 300 eV. После пребывания воздуха в приборе МОJiекулярная пушr<а тщатеJIЫЮ 

обеэгаживаJiась .токами высоr<ой частоты. Испарение Ве начиналuсr, спустя несrшJiько 
минут после того, r<ак температура молекулярной nушки достигала ее рабочей 

температуры. Кривая 1 снята после полуминутного, 2- после десятиминутного 
пребывания nоздуха в приборе 

Рис. 8. Кривая а= f (Еп)· Никелеnая подлож!(а ПО!(рыта 26-атомным слоем 
окисленного Ве. Пунктирная кривая поJiучена n работе [7] 

после десятиминутного пребывания воздуха в приборе. На рис. 8 
представлена J(ривая а= j (Еп) для 6 = 26. Этому значению е соот­
ветствует на кривой 2 рис. 7 точка, отмеченная знаком !:::,. На 
рис. 8 пунктиром нанесена кривая а= f(En), полученная Хлебни­
ковым [7 ] для окисленного Ве. Сравнеnие этих двух кривых показы­
вает, что те кривые рис. 1, rшторым соответствуют значения а >а N/1 

характеризуют эмиссию не чистого Ве, а Ве + 0 2 • 

Если начальный рост а связан с адсорбцией на мИшени не совсем 
'ЧИстого Ве, то отсюда следует, что при более длительной тренировке 
молекулярной пушки и последующем покрытии мишени Ве можно 
сразу получить эффект чистого Ве, т. е. монотонное уменьшение cr. 
Такой . ход зависимости cr от е представJiеН на рис. 9. Кривая 1 no-

Рис. 9. Кривые зависимости а: от Еп для 

различных условий опыта. 1 -мишень 
пО!(рыта слоем окисJrенного Ве, 2- Nl, 
3- на никелевую подложку нанесено 4 
атомных с.лоя Ве. I-IaкaJr молекулярной пуш­
ки был включен за 30 мин. до начала испа­
рения Ве. Кривая 3 согласуется с. со-

ответствующей кривой б рис. 3 

лучена после того, как в приборе был в течение 50 час. форвакуум; 
мишень была поr{рыта слоем окисленного Ве. После обычной трени­
ровки nрибора, обезгаживания всех его металлических частей и про­
каливания мишени была получена кривая 2; она характеризует вто­
ричную эмиссию подложки. Спустя 30 мин. после того, как темпера-
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тура молекулярной пушки бьiJJa доведена до рабочей температуры, на 
подложку начинал испаряться Ве. При этом эмиссия сразу стала 
уменьшаться. Кривая 3 соответствует е= 4; она достаточно удовле­
творительно согласуется с соответствующей кривой 5 рис .. 3. Следо­
ватеJrыrо, при чистых усJювиях опыта зависимость а от е такова, 
что а мишени монотонно уменьшается от а Ni до а вс. 

4. Обсуждение результатов 

Kar{ известно, покрытие поверхности мета.тrла мономоJrекуJrярным 
слоем адсорбированных атомов другого эJrектроположительного 
металла приводит к уменьшению работы выхода первого. СJrедо­
вательно, при постепенной адсорбции атомов Ве (ер= 3,9 eV) на 
Ni (ер= 5 eV) работа выхода посJrеднего сначала уменьшается до зна­
чения ер< ервс при е,...._, 1' затем при е,.._, 2-3 достигает значения С?ве 
и с дальнейшим возрастанием е остается неизменной. Несмотря на это, 
коэффициент вторичной эмиссии мишени по мере возрастания е по­
степенно уменьшался от значения crNi до сrве· Это хорошо согласуется 

с результатами, полученными в работе [11] при изучении вторичной 
эмиссии вольфрама, покрытого адсорбированными атомами тория. 
В интервале Еп < 200 е V а с возрастанием 0 не менялся, а в обJiасти 
Еп > 200 е V- JIИШЬ постепенно уменьшался от значения crw до зна­
чения сrт11 • 

Как будет показано в следующей нашей работе, при постепенной 
адсорбции Ag на Ве имеет место такое же монотонное изменение 
(рост) а от значения сrве до значения а лg· Такое монотонное измене­
ние вторичного тока объясняется тем, что влияние работы выхода на 
а невелико, поскоJiы{у вторичные электроны обJiадают значительной 
энергией. Кроме того, здесь, повидимому, меняются не тоJrько усJю­
вия выхода, но и усJrовия движения и, быть может, зарождения 
части вторичных элеrпронов. 

Качественное объяснение общего характера кривой d = f (Еп) мо­
жет заключаться· в следующем. Вторичные эJrектроны- это эJiектроны 
повышенных энергий, зарожденные внутри металла и вышедшие 
наружу либо с малыми потерями энергии, либо, практически, без 
потерь. Предельная ГJrубина зарождения вторичных элеюронов дол­
жна, вообще говоря, определенным образом зависеть от пробега 
первичных эJiектронов. Рис. 5 показывает, что в обJiасти значений 
Еп = 100-+-'600eV ГJiубина выхода (зарождения) d.-...-E11 , и, следова­
тельно, длина пробега первичных электронов l ,...._, Еп. Этот результат 
нашr:.х измерений хорошо согласуется с теорией Вятскина [12], да­
ющеи линеиную зависимость пробега эле1пронов от их энергии. 
В частности, и численное значение глубины выхода вторичных элек­
тронов из Ве при Еп = lOOeV (d = 6 mp.) совпадает со значением 
пробега первичного элеJ{трона с энергией Еп = 100 е V для молибдена, 
рассчитанным теоретически (12]. 

При энергиях первичных элеrпронов Еп > 800 е V вторичные эJiеJ{­
троны зарождаются на ТаJ{ИХ ГJrубинах, откуда они бJiагодарн упру­
гим и неупругим столкновениям практически уже выйти не могут. 
Поэтому ГJrубина выхода d перестает зависеть от f:..'п и не может 
быть индикатором пробега первичных электронов. 

Сопоставление иривых а = f(E ) и d = f (Еп) показывает, что 
сrмю<с соответствует оптимальная гJiубина выхода (зарождения) вто-
ричных . электронов d = 26 атомным СJrоям. С возрастанием энергий 1· 

первичных эJiектронов растет глубина зарождения вторичных электро- ·. 
нов и вторичный ток уменьшается. При энергиях первичных электро- •. 
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нов, больших 800 eV, из металла в основном, повидимому, выходят 
вторичные электроны, созданные на глубинах d ,< ---..100 атомным слоям. 
Эти вторичные электроны, быть может, создаются уже не непосред­
ственно первичными элеi<тронами, а ступенчатым путем. 

В заключение авторы отмечают большое участие, которое прини­
мал в начале настоящей работы Р. Е. Авербух, безвременнан смерть 
которого не позволила ему увидеть ее завершение. 

Ленинградский педагогический 
институт 
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1954 

О ПЕРЕНОСЕ МАССЫ И ЗАРЯДА ПОВЕРХНОСТНЫМИ ВОЛНАМИ 

А. А. Власов 

Граничная sада ча теории многих частиц приводит к выводу о наличии переноса 
материи поверхностными волнами. Развиваемый аппарат конкретизируется для I<апил­
лярных волн в !-!е !! и электричес1шх поверхностных волн в ЭJiектронной шшвме 
·Сверхпроводников. 

1. Введение 

В известных работах Стокеа (1847), Рэлея (1917) и, в особенности, 
Некрасова [1] развита теория волн установившегася вида на поверх­
ности тяжелой жидкости. В этих работах вскрыто замечательное яв­
.ление nриповерхностного течения жидкости, обусловленное наличием 
волн. Возникает вопрос: в I<акой мере перенос массы поверхностными 
волнами определяется хараr{тером действующих сил, т. е. существует 
.ли этот эффект для I{аПИJiлярных волн и для волн на поверхности 
электронной жидкости в металлах, обусловленных выходом электро­
нов из области, занятой положительными зарядами металла? Утверди­
·тельный ответ на этот вопрос приводит к другому вопросу- об отноше­
нИи течения указанного типа, происходящего только nод влиянием внут­
ренних сил, к известным явлениям движения в Не II и в сверхпровод­
никах, поскольку при обсуждении подобных движений указанный 
эффект не принимаJIСЯ в расчет. 

При анализе поведения жидкости при низких температурах необ­
ходимо рассматривать специальный молекулярный режим движения, 
ко г да упорядоченность, вносимая <<дальними и коллективными взаимо­

действиямИ>>, не нарушается nолностью диффузионным процессом 
перемешивания молекул, являющимся особенно характерным и при­
вычным для высоких температур. Естественно, что этот режим дви­
жения требует своих причин, обеспечивающих поверхностное натяже­
вие в жидкости. В классической теории капиллярности ван-дер-Ваальса 
равновесие сил в поверхностном слое обеспечивалось статичесюrм 
равновесием (в макроскопическом смысле) между молекулярным при­
"Гяжением и внешним давлением, с одной стороны, и, с другой- так 
называемым кинетическим давлением, обусловленным тепловым дви­
жением молекул, связанным с их перемешиванием. В тех случаях, 
ко г да при низких температурах rшнетическое давление является не­

достаточным, остается одна возможность- молекулярное притяжение 

должно компенсироваться макроскопическим движением жидкости на 

поверхности. Поскольку движение на поверхности можно nредставить 
в виде волн,. а с волнами связан перенос массы, приходим r< заклю­

чению, что должны существовать реальные случаи, ко г да сам факт 
поверхностног.о натяжения органически связан с наличием nоверхно­

·Стных тою)в макроскопического характера. 

В основу исходного аппарата можно положить уравнение для функ-
ции f (2]: j 

~{ +divrvf+divv(- ~ gradV)f=O; (1) 

V =~К(\ r- r'\)f (r', v', t) dr' dv', 
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а также уравнение, лежащее в основе метода вторичного I<вантования 

дlji 'li,2 (' 
i1i дГ = - Zm ~~ + V~; V = J К (J r...:... r'J) ~+ (r') ~ (r') dr'. (2) 

РеШение приведенных уравнений будем искать для потенциального 
ПЛОСКОГО тесiеНИЯ С ПОСТОЯННОЙ ПJ!ОТНОСТЬЮ верОЯТНОСТИ р: 

Подлежащая определению .. действительная функцйя ·ер (х, у, i) играет 
роль потенциаJrа скоростеи, поскольку 

(' ( 'fi' ~ v f dv ~ - р grad ер = ~+ - ~ V) ~· 
Подстановr<а предполагаемого решения в исходные уравнения приво­
дит в обоих случаях к одинаковым уравнениям для определения ер: 

д2rр д2ср 
~ер = дх2 + ду2 = О; 

дер 1 [(дер )2 (дrр)2] 1 - дt + 2 дх + д у . + т V = coпst. 

(4) 

Ура'Внения {4) выявляют частные, но точн:ые решения для уравнений 
(1) и (2). 

Для потенциала скоростей б у д ем искать решения в виде волн, 
распространяющихся вдоль границы, в направлении, противоположном 

оси х, со сr<оростью с= о) 1 р, г де о) = 21t 1 Т, р = 2rc 1 Л. 
Принимая ось у направленной вверх, а ось х- горизонтальной, 

совпадающей с верхней границей, имеем следующее исходное урав­

нение 

· dco =О 
1 

(5) 

и два условия на граниЦах в системе координат, в r<оторой волна 
покоится. 

Для плоского слоя толщины 2h, ira основании симметрии задачи 
относительно центральной плоскости (У . - h), должно иметь место 
граничное условие: 

[ - дq; J =О. 
' ду. y=.,-h 

(6) 

Вследствие того, что форма профиля волн неизвестна и должна 
быть определена решением задачи, в качестве второго граничного 

условия необходимо привлечь два у,словия на свободной поверхности: 

~ = const; 
(7) 

{[(~:У+ (~;JJ + 1~ V = const, V = ~I< (jr- r' J) pdr', 

а именно, постоянство на границе функции тока ~: д~ 1 дх =дер 1 д у, 
- д~ 1 ду = дер 1 дх, и _выполнение соотношения для потенциала скоро­
стей и молекулярного потенциала на границе волн. Поставленная за-

а дача неЛинейна. Нелинейнасть входит двояким образом- через квад­
раты пронаводных потенциала скоростей и через посредство нелинейной 
формы профиля волн, определяющего границы интегрирования· само-

7 ЖЭТФ, М 2 (8) 
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согласованного потенциала V. Точные методы, развитые в аналогичных 
задачах [1•3], базируются на КОН!(ретном виде потенциала V и поэтому 
являются специализированными. Мы намерены вернуться к ним позже. 
Имея цеJIЬЮ раЗделить кинематические характеристикИ движения, не 
зависящие от конкретного вида потенциала, и динамические, опре­

деляющие, иак мы увидим ниже, лишь дисперсионное уравнение 

волн, мы будем основывать.ся на старых исследованиях Рэлея [4]. 

Кинематическими хараитеристи!{ами мы называем те, которые могут 
быть получены посредством решения уравнения Лапласа с граничными 

условиями[- dдср] =О, ~ = const. 
У Y=-h . 

2. Кинематичесн:ие характеристюш движения 

1. По л е скор о с т ей и ура в н е н и е пр о фи л я в о л н. Первое 
граничное условие удовлетворяется следующим решением уравнения 

Лапласа: 

Ф = - сх _L с_::_ с11 р (у+ h) 
, г Р chph sinpx, 

,,, =_су+ с_::_ shp (у+ h) 
'!' Р chph cos рх, 

(8) 

где а- безразмерный парамtтр, определяющий интенсивность отдель­
ных гармоник волнового · процесса, с- скорость среды в системе 

координат, в I{Оторой волна покоится. 

Распределение скоростей 

v =с- са chp (у+ h) cospx, 
·"' cl1 ph 

v" =-са shp (у+ !L) sin рх 
.т chph ' 

(9) 

указывает, что при ct = О среда равномерно д•вижется со скоростыо с 
вдоль оси х. На средней линии у = - h: 

а: 

'U.r =С- cl1 ph COS Р.Х1 (10) 
Vy = 0. 

Постоянная с может быть определена как средняя скорость на уровне 
Y=-h: 

Для случая ph ~ 1 

л 

С= +~vxly=-hdx. 
о 

V.x- =с- саеРУ cos ру, vy =- саеРУ sinpx. 

Таким образом поле скоростей асимnтотически убывает при переме­
щении вглубь среды и осцилляторно изменяется вдоль уровня. 

Для установления формы профиля волн воспользуемся вторым 
граничным условием, полагая на свободной поверхности ~ = const = ~0; 
тог да из (8): 

У=-Фо+_::_ shp(y+h) cospx 
. С р C!1ph ' 

Выбирая начало отсчета на неваэмущенном профиле (при а = О, у= 0), 
имеем 'i!o = О. Форма профиля волн оnределяется уравнен:ием 

1 
~ 
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У=.!:.. sh Р (у+ h) cos рх 
р Cl1pl! 1 {11) 

в неявном виде выраясающим зависимость у от х. 

Будем искать решение этого уравнения в виде ряда 

у= ayl + а2у2 + азуз+ ... 
г де Ун У2о Уз • .•• - подлеясащие определению фующии х. 

Тогда 

2 3 а cos рх { еР11 [ 
ayl+ay2+avз+··· =pchph 2 1+р(ау1 +а2у2+···)+ 

+ + р2 (ayl + ... )2 +. • ·1-
- г:~ [1-р (ау1 + ct

2Y2 + · · ·) + + p2 (rty1 + · · · )2+ · · ·]}. 
Отсюда получаем явный вид уравнения nрофиля волны: 

У = ~ th ph {~ + (а + : а3 )cospx + а; cos 2 рх + ... } . 

Уравнение для профиля приводит I< приподнятости среднего 
волн по отношению к неваэмущенному уровню у = О. 

Величина средней приподнятости у- второго nорядка 
тельно а: 

л 
- 1 \ 1 0(2 

у =т .)y(x)dx = p-thph 2 , 
о 

при ph ';:i> 1: 
y=a2 j2p. 

(12) 

уровня 

относи-

(13) 

Гiлоская стационарная задача без рассмотрения источников Бозбуясде­
ния волн, хотя и оставляет открытым волрос о механизме поднятия 

уровня, однако количественно I<онстатирует величину nодъема 1 • Хотя 
основные последующие результаты не зависят от выбранной норми­
ровки фующии тока для прямолинейного nрофиля (которая не долясна 
зависеть от амплитуды волн), в целях наглядности мы будем в даль­
нейшем использовать формулу (13) в качестве обозначения характер'­
ной комбинации величин. Часть результатов § 5 существенно основы­
вается на реальности эффекта приподнятости. 

2. К о л и ч е ст в о м а с с ы, п ер е н о с и м о е в о л н а м и. К и н е­
т и чес к а я энергия в о л н. Для полного потока массы, прихо-

~ дящегося на перенос волн, имеем 

.v (.r) 
Q.~=mp ~ [(-:; -c)]dy, 

-/! 

г де у (х)- уравнение профиля {11). Исnользуя (8), имеем 

Q.r = - mpc ; sl1 pc:~pt h) cos рх = -· mpcy. 

(14) 

(15) 

k 1 В работе Некрасова [I] поднятие уровня имеется (неявпое). Этрт эффект nри• 
поднятости среднего уровня может подверrнутьсfi нспосредстnенном:у ЭI<сnерим:ентаJJь­

ном:у иэучению; его наJJичне предпоJJаrает компенсирующее поннжение уровня жид­

кости у поперечных границ или у областей источника воэбуждения волн. 

7* 
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Усредненное значение потока получается отличным от нуля: 

л 
- 1 (' -
Qx = Т ~ Qx dx = - mpcy. 

о 

(16) 

Знак минус указывает, что направление течения совпадает с направ­

лением движения волн. 
- rJ.2 1 

Так !(аК средняя приподнятость уровня у есть 2 Р th ph, то окон-

чательно: 
- rJ.2 1 
Q.t· =- mpc 2 Р thph. (17) 

Заметим, что для прямолинейного профиля у (х) = const мы получили 
·бы нулевое значение для среднего потока. В этом случае 

· ·Q rJ. shp (const + h) 
х=- mpc 1 h cospx 

р с 1р 

и, следовательно, Q.~ = О. Наличие потока обусловлено учетом границ 
с волновым (не прямолинейным) профилем. Заметим также, что у сред­
н е н н ы й nоток локализован в области выше границы у = 0: 

)1 (Х) • 

(' rJ.(shp~+h))JI~W Q.x = mp ~ (v.~- с) dy =- mpc Р chph J!=O cos рх. 
о 

После усреднения получим 

Q.x= -mpcy, 

т. е. то же выражение, которое имели при интегрировании от - h до 
у(х). 

Кинетическая энергия, рассчитанная на одну волну, будет 

л )1 (.~) 

оТ= 11i ~dx ~ [(v.x-c)2 + v;] dy = 
О -lz 

Л у (х) 

= mp с2 ~· dx (' [а2 ch
2 Р (у+ h) cos2px + а2 8112Р (у+ h) sin2px] dy, 

2 .) .) ch2 ph ch2ph 
о -h 

что дает 

(18) 

Формулы для потока материи (16) и кинетической энергии волн (18) 
не зависят от сил взаимодействия между частицами среды или от 
<гипа внешних сил и поэтому имеют место для общего случая. 

Закон действующих сил, . как увидим ниже, определяет лишь 
дисперсионное уравнение волн . 

. 3. Крит и ч е с к о е значение амnлитуды в о л н и nо л н о г о 
т о к а, пер е н о с и м 6 г о в о л н а м и. У еловне разрешимости уравне­
ния, определяющего профиль волн, 

у=..::_ sl1p (у+ h) cospx 
р cl1ph 1 (19) 

цр:иводит к существованию максимального значения амплитуды волн, 
выше которого волновой процесс рассматриваемого типа уже невоз-
,можен. В самом деле, рассмотрим уравнение ( 19) в точке максимума ;1 
БОЛН ПрИ рх '- 1t: 

(20) 
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В области значений ~<plz, которые тоJrько и имеют физический смысл,. 
уравнение (20) имеет или два действительных корня для ~. если Л не 
превышает некоторого максимаJrьного значения, или ни одного действи­
тельного корня, причем один корень уменьшается с ростом Л (от+ оо),. 
другой увеличивается от нуля. В точке касания прямой с линией 
гиперболичесr<ого синуса оба r<орня совпадают. В точке r<асания 

1 = !, cll (~ + ph). . (21) 

Обозначая точку r<асания через ~~,, имеем для ее определения уравне­
ние 

Значение Л, соответствующее ~ = ~~,, есть 

л- 1 
- ch (~к+ pll) • 

У слови е разрешимости (20) дает 

а< chph / ch (~к+ ph). 

(22) 

(23) 

Для получения критического значения а мы рассматривали точку на 
волне, в которой cos рх = 1, другие точки дают толыш большие вели-
чины для предельного значения а. · 

Таким образом существует маr<симальная величина амплитуды волн, 
определяемая (23), выше значения которой волновой nроцесс невоз:­
можен. Для ph :};> 1, ~~- = 1, IХма1<с = 1/е, г де е- основание натуральных 
логарифмов. Соответственно максимальному значению nараметра а 
существует максимальное значение для всех величин, характеризую­

щих явление, а именно, для приподнятости среднего уровня, полного 
тока, кинетической энергии волн. Например, для случая ph ~ 1 

·- - - 1 
Qмакс = - mpCYмat<c, Умакс = 2peZ • (24) 

3. Капиллярные волны 

1. Молекулярный потенциал на профиле волны. Само:.: 
согласованный nотенциал V, входящий в уравнение (7): 

о:> у (х') со 

V = р ~ dx' ~ dy' ~ f([(x- х')2 +(у -у')2 + (z- z')2
] dz', 

-оо -о:> -со 

г де у (х')- уравнение про филя, можно nредставить в виде 

00 

V = ~~ 1( [(х- х')2 +(у -У')2] р (х', у') dx' dy' = 
-оо 

о:> 

= .~~к [~2 +(у-у')2] р (х +е, у') de dy', (25) 
-оо 

со 

. !( = ~ К [(х - х')2 + (у - у')2 + (z - z')2
] dz'. 

-оо 
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Фующия р (х +~.у') отлична от нуля только внутри среды: 

У C.r+~J , 11 11 {р, У' <У (х + ~), 
Р (х + ~. у') = Р ~ В(у -у ) dy = О, у'> у (х + ~), 

-оо 

у (х + ~)- уравнение профиля, а о- дельта-функция Дирака. Разла­
гая р (х + ~' у') в ряд по степеням ~: 

!:. ') ( ') + др!-+ 1 д2Р t2 + р (х + ,, у = р х, у д.х с; 2 д.х2" • • • 

и учитывая, что 

др dy д2р ( )) d2y ~1 (у' ( )) (dy)2 д.х = р8 (У' -у (х)) d.x; д.х2 = ро' (у'- у х d.x2- pu -у х d.x и т. д., 

nолучим после подстановки в (25) 

(26) 

где K2s- <<моменты функцию> К ((х -х')2 +(у-у')2): 

00 о 00 

1(0 = ~ ~ !( (~2 + 'f/2) d~ d'q; 1(2s = (2~)! ~ К (~2} ~28d~ (s >- 1). 
-oo-m -~ 

Таким образом потенциал короткодействующих сил, взятый на про­
филе, который ограничивает распределение источников этих сил, выра­
жается через четные пронаводные от уравнения профиля вдоль границы 
раздела. 

2. Дисперсионное уравнение волн. Значения капил­
л я рн ой nо с т о я н н ой. В граничном условии на поверхности 
волн (7) у держим лишь члены nервого порядка .по а, тог да имеем: 

с2 - 2с2а (chp (у+ h)) cos рх + 
. CJl ph у=О 

00 

2 ~ - s Cl. (sJ1 р (у + h) \ + т Р .;::
1 

K2s ( -1) Р c!lph )у=о р28 cos рх = const. 

Этому уравнению можно удовлетворить, если положить 

В феноменологической теории капиллярности 

с2 = (afmp) pthplt. 

Сравнение дает величину капиллярной постоянной а 

а= р2 ~ /(28 (-l}sp2(S-1)
1 

s=l 

(27) 

(27') 

(28} 

являющейся уже функцией волнового числа. Удерживая только пер­
вый член разложения 

00 

1 \ -
а = - р2 2i ~ !( (~2) ~2 d~ >О, {29) 

-оо 
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находим, что необходимо, чтобы силы притяжени.я преобладали над 
силами отталrшвания (в смысле величины второго момента от функции 
взаимодействия /~. 

3. По т е н ц и а ль н а я э н ер г.и я к а пил л яр н ы х в о л н. Потен­
циальная энергия волны, рассчитанная на одну длину волны ),, может 
быть подсчитана по формуле: 

л 

1 (' 
а w = 2 j ар v d.x, (30) 

о 

~ г де ор -избыточная поверхностная плотность среды, обусловленная 
наличием волн 

ор = РУ (х) = р; th ph {;
2 + а cos р.х + ~2 

cos 2р.х + ... } , 

У (х)- уравнение профиля волны, а V- молекулярный потенциал на 
профиле 

У держивая лишь члены наименьшего (второго) порядка по а, находим 

или, воспользовавшись формулой для с2 и у, 

о W = руЛ {Р~о + t~c2}. (31) 

Первый член в скобках выражает потенциальную энергию молекулы, 
Qбусловленную приподнятостыо среднего уровня жидкости при нали­
чии волн, второй- потенциальную энергию, обязанную наличию кри­
визны поверхности. 

4. Капиллярные. волны в электронной жидкости 

1. Рассмотрим возможность существования в металлах поверхно­
стных волн, обусловленных частичным выходом электронной жидкости 
из области, занятой положительными зарядами на границе метаЛJiа. 
Будем считать положительный заряд неподвижным и равномерно рас­
пределенным между nлоскостями у = О и у = - 2h. Кинематические 
характеристики движения, полученные в разделе 2, не зависят от 
конкретизации сил взаимодействия и, следовательно, без изменения 
переносятся на случай электронной жидкости. Для выяснения харак­
'Гера дисперсионного уравнения учтем эJrектрические силы в граничном 

условии на свободном профиле волн. 
На поверхности расnоложен заряд с поверхностной плотностью еар 

а sllp(y+h) 
еОр =еру (х) =ер Р ci1 ph cospx. 

Потенциал, создаваемый этим зарядом, должен удовлетворять ура:в­
нению Лапласа и граничным условиям 
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г де е: 1 и е: 2 - диэлектрические постоянные внутри и вне среды. 

Решение для области внутри и вне среды таiсово: 

V = Е ~ ch Р (у + h) cos рх· 
1 1 р chph ' 

Граничные условия задачи дают 

Cl. . v2 = Е2 -е-РУ cos рх. 
р 

Е =Е = 4rcep tl1ph 
1 2 р <:2+e:lthph' 

Таким образом при наличии поверхностных волн существует как про­
дольное, ТаК И поперечное ЭЛеКтрическое ПОЛе, МОНОТОННО убывающее 
с глубиной. В граничном условии на поверхности уровня: 

(д )2 (дtр)2 е · · а: + ау +2т V = const, 

у держим лишь члены первого порядка по а, тог да имеем 

с2 - 2с2а (ch Р ~У t h) ) cos рх + 2 .!!_ Е1 ~ ( cll ~~~; h)) 
0 

cospx = const, 
· С р 1 JI=O m р р Jl= 

откуда 

е 1 
с2=-Е1-· 

т р 

Учитывая выражение для Е1 , получаем дисперсионное уравнение волн 
следующего вида: 

2 
2 (о)о tl1ph 
с=-

р2 е:2 + е1 th ph ' (32) 

Сравнение с феноменологической теорией :капиллярности 

дает величину I<апиллярной постоянной 

(о)~ 1 
cr--mp 

- р3 е:2 + e:l tll ph ' (33) 

в данном случае существенно зависящей от волнового числа р. 
2. Асимптотическое убывание магнитного поля при 

нали:чии: поверхностных волн. Крити:чесв:ое значение 
внешнего магнитного поля. Ток, рассчитанный на еди:ницу 
длины, есть 

8l.r = ~ Q.r = ерсу (х)- еВрс 
[на основани:и (15)]. 

В указанном случае для векторного потенциала можно положить 
Ax=f= О, Ау= Az =О. Векторный потенци:ал должен удовлетворять 

( 
az д2 ) 

уравнению Лапласа · дх2 + ау21 Ах= О · и грани:чным условиям (A.r)1 = 

= (Ах)2; (дA.vfдy)l- (дА.vfду)2 = ( 4-i.fcs) 81.-.:, г де Cs обозначает скорость 1 
света. Решение ура)Знения Лапласа для области: внутри: (и:ндекс 1) и: 
вне металла таково: 
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А н ct. ch р (у + h) . ct. 
.• ,=- 1 Р chph cospx, А.~,=- Н0у -Н1 Ре-РУ cospx, 

г де Но- внешнее магнитное поле. 
Граничные условия дают 

н = IL7Cep С !J1ph 
1 с8 р 1 + thplt' 

Для области внутри среды 

Н =-дАх, =41Серс thph ashp(y+h) (З4 ), 
Z д у С8 р 1 + t1Iph Cllph COS рХ, 

в случае pfl ~ 1 

н 21Сер ct. 
z =~с -ePYcos рх. 

cs р 

Таким образом магнитное поле асимптотически убывает с глубиной .. 
Глубина проникновения определяется длиною поверхностных волн 
(8 = 1fp). Замечаем, что внешнее магнитное поле Н0 совпадает со· 
средним значением внутреннего магнитного поля на границе среды 

с точностыо до фаюора t11phf(l + thpJ1.). · 
Посколы<у внутреннее магнитное поле зависит от интенсивности: 

волн, результат можно сформулировать так: внешнее магнитное nоле 
индуцирует определенную интенсивность волнового процесса на гра-· 

нице. Возникающие токи на границе, в свою очередь, экранируют· 
внешнее магнитное поле. Так как волновые процессы рассматрива~-· 
мого типа имеют максимальную амплитуду (максималыюе а), то и 
внешнее магнитное. поле имеет критическое значение, соответствую­

щее максимальной амплитуде волн (см. раздел 2). Критическое зна-· 
чение магнитного поля мы получим, полагая для случая ph ~ 1 ,. 
аманс= 1/е: 

(35}· 

с- СI<орость распространения волн, определяемая формулой (32). 
3. Электрическая энергия поверхностных волн. 

Электрическая энергия поверхностных зарядов, обуслодленных нали-· 
чием волн, есть 

л 

а W = ~ ~ е8р V dx, (36} 
u 

где 

1 (С/.2 ) e8p=epy(x)=ep]ithph p+acospx+ ... , 

а V- потенциал на профиJJе волны: 

V =Е !!:._ chp (у+ h)_ cospx . Б_ 4п-ер thph 
1 р chph ' "1 - р e:2 +e:1thph 

У держивая ЧJiеньr наименьшего (второго) пор,яд:н:а по а, получим 

8W=..!:_IIlP(>)5 thph ct.z th h),' 
2 р2 е2 + е:1 !!1 ph 2р р ' 
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приняв во внимание дисперсионное уравнение волн, а также величину 

.средней приподнятости уровня у= (a.2f2p) tl1ph, формулу для потен­
циальной электрической энергии можно записать так: 

а w = pji'лmc2/2, (37) 

:что точно совпадает с rшнетической энергией волн 

Заметим, что потенциальная энергия волн пропорциональна измене-
JIИЮ поверХНОСТИ as: j 

л 

as = ~ [v 1 +(~~у -1 J dx = ~
2 

th2ph),. 
о 

Поэтому можно говорить о поверхностном натяжении и с энергети­
ческой точки зрения, как энергии, рассчитанной на единицу поверх­
Rости as. Для КОэффициента поверХНОСТНОГО натяжеНИЯ cr ПОЛучаем 

(U~ 1 
cr = ps mp -e:2~+:--e:1-;t.,-II-p-;-h·' 

:что совпадает с формулой (33). 
4. Учет запаздывания. Минимальное волновое число. 

В тех случаях, ко г да диэлектрическая постоянная настолько велика 
{см. раздел 6), что скорости капиллярньrх волн могут быть сравнимы 
·Со скоростью света в среде c~fVe1 (но малы по сравнению с cs), не­
.обходимо учесть запаздывание электромагнитных взаимодействий. 
В этом случае вместо уравнений Лапласа для скалярного и вектор­
ного потенциала необходимо исходить из волнового уравнения, !{ОТО­
рое в системе координат, г де капиллярная волна движется, имеет вид 

:~r = eic2fc~, 
граничным 

дущему: 

С8 - скорость света в пустоте. Решение, удовлетворяющее 

условиям для этого случая, получим аналогично преды-

V =Е !:.. chp (у+ h) 81 cospx 
1 1 р chphs1 ' 

А =-Н !:. cllp (у+ h) sl cospx·, 
""• 

1 р cl1 phs1 

CG V2 = Е1 - e-ps,y cos рх; 
р 

Дисnерсионное уравнение nриобретает вид: 

(38) 

:nереходящее при s1 ~ s2 ~ 1 в nрежнее уравнение (32). 
Глубина проникновения магнитного поля определяется теперь 

.величиной а = 1jps1; электрическая и магнитная энергия волн фор-
мулой . 
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Л у (.r) са 

а w - r d [ r El t"2 + н2 d 1- r Е2Е2 + J-!2 d J -
- j Х j Sn У - J Sn У -

о -lt УИ 

где последнее выражение в скобках обозначает члены, быстро убы­
вающие с ростом толщины слоя. Пренебрегая членами, содержащими ~t. 
получаем (37). 

В случае 81 > 82 и h ~ оо дисперсионное уравнение (38) приобре­
тает вид: 

Г-!2- у • 
~"' - V1- 132 ' 

Это кубическое уравнение при заданном r имеет два положительных 
КОRНЯ для ~2 • Один корень с увеличением r увеличивается от нуля, 
другой уменьшается от единицы. При r = 4/ 27 оба корня совпадают. 

В точке слияния корней ~2 = 2/ 3 • Значение r = 4 / 27 является макси­
мальным. Ветвь малых значений ~ соответствует ранее рассмотрен­
ному случаю малых скоростей. Важным является существование ми­
нимального значения волнового числа 

(39) 

ниже значения которого не существует решений в виде поверхност­
ных волн. 

В точке слияния корней 

5. Условия динамической устойчивости состояний движения 
при наличии поверхностных волн 

(40) 

1. Поставим вопрос: при каких условиях состояние движения 
в виДе поверхностных волн энергетически более выгодно, чем состоя­
ние покоя? 

При реализации подобного условия произвольные флуктуации пе­
реведут систему с отсутствием волн в состояние с их наличием. 

В :ц.ротивном случае требуются внешние причины для стационарного 
существования волн. 

Если 8Е обозначает энергию волн, рассчитанную на длину волны, 
то, пользуясь выражением для кинетической и потенциальной энергии 
капиллярных волн (18) и (31), получим критерий динамической устой­
чивости в виде 

ав =а т+ aw = рул{тс2 + ~ рК0 }<О, (41) 

г де с- скорость капиллярных волн.: 

с2 =- pi(2p th ph 
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и 
о:> о:> о 

к2 = 1, ~ к (~2) ~2 d~; Ко= ~ ~ К (е2 + 'fJ2
) d~ d'fJ. 

-о:> -со -со 

Этому условию можно -удовлетворить, если 

со о 

~ р ~ ~ к (~2 + ·q2) d~ d'f) < о 
-со -оо 

и по модулю больше тпс2 , т. е. энергия моJrекулы на поверхностиt 
обусловленная взаимодействием со всеми другими, должна соответ­
ствовать притяжению и превышать величину .mc2

• Это требование 
указывает на необходимость преобладания сил притяжения над сиJrа­
ми отталкивания . не только .в смысле второго момента от фующии 
взаимодействия К (условие для с2 > 0), но и в смысле нулевого мо­
мента. 

ТВiшм образом при известных условиях состояние движения при 
наличии волн является энергетически более выгодным, чем состояние 
покоя. 

Условие устойчивости (41) наr<ладывает ограничение на значение 
волнового числа р капиллярных волн; необходимо, чтобы 

со о 

s ~ к ( ~2 + 'r)2) d~ d'f) 

Р<-оо-:, 

s к (1;2) ~2 d~ 

1 
·=-т· (42) 

где l- характерная длина молекулярных взаимодействий вблизи по­
верхности. 

2. Для электрических поверхностных волн при подсчете энергети­
ческого баланса волн необходимо учесть приподнятость среднего 
уровня электронной жидкости над уровнем положительных зарядов. 
Поверхностная плотность отрицательных зарядов 

л 
- 1 (' 01:2 -
еор =Т~ еор d.x =ер 2Р thph =еру. 

о 

Нейтральность системы требует наличия или появления положитель­
.:ных зарядов в объеме среды, компенсирующих поверхностный отри­
цательный заряд. 

Если- И+ обозначает потенциальную энергию электрона в поле 
положительных зарядов двойного электрического слоя, то энергия 

электронов, приходящихся на объем руЛ, б у дет ру!, (- U1-)· Кинетическая 
и поте~циальная энергии волн определены выше: о Т= о W = ру}, mc2 /2. 

Таким образом формула баланса имеет вид: 

оЕ = ру/, {mc2 + И' - И+}, 

г де И' обозначает собственную энергию положительных зарядов двой­
ного слоя. Мы видим, что проблема в электрическом случае более 
сложна, чем в случае капиллярных волн в нейтральной жидкости, 
так как количественный подсчет И' и И+ требует конкретизации ме­
ханизма nоюзления индуцированных положительных зарядов в объеме 
металла. Тем не менее можно утверждать, что существуют условия, 
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:ко г да состояние движения в виде волн энергетичесюr является более 
выгодным, чем состояние покоя, для чего необходимо, чтобы И+> 
>тс2 +И'. . 

Поскольку с2 (д:Тrя не очень больших значений) уменьшается с ро­
-стом р (§ 4), и учитывая факт наличия минимального значения волно­
вого числа (39), ·приходим к заключению, что значение. р должно 
,ограничиваться требованием: 

11 2 · 4 ыо 
р > 1 27 с:' 

· Рмщс, 

(43) 

т де Рманс определяется из условия mc2 = И+- И'. 
3. К проблеме устойчивости состояний движения в виде по­

верхностных волн нужно отнести сJюжные вопросы связи поверхно­

еrных волн с явлениями вязкости и со звуковыми объемными колеба­
ниями. среды. В настоящей стадии работы можно установить лишь 
необходимые условия для подобной связи. Заметим, что исхо.дные 
уравнения (1) и (2) помимо исследованных поверхностных волн имеют 
решения вида сrюбодных звуковых колебаний. С другой стороны, 
поверхностные решения вдалеке от границ не исчезают вnолне при 

:конечных размерах образца. Можно поставить вопрос, сравнивая оба 
типа решений вдалет1е от границ: при иаких условиях они выражают 
одно и то же решение и ко г да они принципиально различны? 

Это сравнение приводит к условию для волновых чисел !{апилляр­
ных волн, в· интервале которых капиллярные волны не связаны (или 
практически мало связаны) со звуковым полем, а следовательно, 
будем считать, с внутренними степенями свободы, определяющими 
вязкость жидкостей при низких температурах. 

Одно из исходных уравнений (2}: 

. i1i ~~ = - ;: il~ + ~ Ф (! r- r' 1) ~+ (r') tjJ (r') dr' ф (r), 

в бесконечной области, при каких угодно сильных взаимодействиях, 
имеет точное решение, · соответствующее равномерной плотности 
частиц и перемещению среды с равномерной скоростью: 

,1, . af, {Во t . fur} 't'o=vvexp ifi +tr; (44) 

( Е0 = f! + ~ Ф (0), Ф (О) = ~ Ф (1 r- r' 1) d r', No = aj,a1.) . 

В линейном приближении поле объемны~ волн будет описываться 
возмущенной функцией 

·lj! =~о+ е (r, t), е (r, t) <t: ~о· 

Рассуждая вполне аналогично [5
}, получим решение в виде 

ф= ехр{~ t+ if~r} Х 

Х {jv+ ~ exp{~t}(ь1 exp{i~:}+b-texp{-i~})} (45) 
f+fo 

и уравнение для Et: 

(Е _ Ы)2 = (.!...)2 + J2 No Ф (L) 
f т 2m т V tъ ' (46) 
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где 
со 

( f) \ sin (f(!i)q 2 d 
Ф Т = 4тс J Ф (q) (fft~)q q q. 

о 

Амnлитуды возбуждения bt удовлетворяют системе: 

[E1 -({,:+ 1;f +~Ф({)]ь1 -~ Ф({)ь±1 =0; 

- ~ Ф({) Ь1 + [-Е1 - (t: -~~: + ~ Ф (')]ь±1 =О. 
Решение (45) указывает, в частности, что, опираясь только на объем­
ные решения, невозможно «оторвать» з'Вуковое поле от объемной 
трансляции среды. Звуковое поле полностыо увлекается движущейся 
средой, поскольку к волновому чи:слу <<ВозбуждениИ>> f 1 1i все г да при­
бавляется волновое число ] 0 1 1i, отображающее движение среды. 

Волновая функция для поверхностных волн 

Ч> = урехр {- i ;: ер}, ер=- сх +с; cllpc~p~ h) sinpx. 

В середине слоя у = -Jz, при малом а можно написать 

(47) 

Сравнение (45) с (47) указывает на их совnадение nри следующих 
условиях: 

_!!:._ ,,г- f vv= v р, fo =те, Т= р, Et =О, bt =- b-t• (48) 

где с и р- скорость и волновое число капиллярных волн, f 1 1i- вол­
новое число «элементарных возбуждений». 

При невыполнении основного из этих условий (Et = О) можно бу­
дет утверждать, что связь между звуковым полем и nоверхностными 

волнами отсутствует. Условие разрешимости уравнения Et =О, кото­
рое можно заnисать на основании (46) в виде 

! 2 _ Р + mNo ф (L) 
о-4 V 11,' (4G) 

зависит от вида функции взаимодействия Ф (j r- r' \). Рассмотрим два 
со 

случая: Ф (О)= ~ Ф (q) 4тсq2 dq >О (силы отталкивания преобладают над 
' о 

силами nритяжения) и обратный случай Ф (О)< О. 
При этом в обоих случаях необходимо (для nоложительности 

капиллярной постоянной): 

со 

~ Ф (е2 + "12 + С2) ~28 (С) d~ d'fl dC < О. 
-со 

Для Ф (О)> О уравнение неразрешимо, если Л< {mN0 1 V) Ф (0), или 
на основаннии (48): 

с2 < ~~ Ф (0), (50) 
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т. е. если скорость J{апиллярных волн не превосходит некоторой 
величины (аналогичной скорости звука в среде), взаимодействие между 
капиллярными волнами и звуковым полем отсутствует. Для волнового 
числа на границе условий разрешимости уравнения (49) имеем Л> f 2 14 
или р < 2moc / 1i. Условие (50) аналогично условию работы [6 ]~ 
однако заметим, что этот случай не удовлетворяет условию устdй­
чивости (41). Если Ф(О)<О, то, обозначая Ф+(jfti) =-Ф(f/ti), за­
пишем уравнение ( 49) в виде 

(51} 

При f---"> оо, ф+ (f f n) __.,.О, проходя через нулевые значения, для мо­
лекулярного потенциала, имеющего потенциальную яму. Первый ко­
рень уравнения (51) приближенно . можно оценить, разлагая в ряд 
ф+ (f 1 n) по стеnеням f / 1i и удерживая только первые два члена 
разложения: 

где 

(52) 

величина 1·0 - порядка радиуса действия молекулярных взаимодей­
ствий. 

В рассматриваемом случае уравнение (51) для f всегда разрешимо, 
и, следовательно, связь между обоими тиnами волн всегда имеется. 

При неnрерывном увеличении fo значение корня для f скачкооб­
разно меняется, когда функция (f2 / 4)- j 2 J{асается кривой (mN0 / V) х 
Х ф+ (f f 1i) в точке первого минимума этой функции. 

Значение J{Орня меняется от значения f 1 tь ,..._, .J:_ к большим значе-
rо 

ниям. Предполагая, что значительная интенсивность объемных волн 
со столь малыми длинами волн (меньшими радиуса действия молеку­
лярных взаимодействий) маловероятна (особенно для низких темпера­
тур), можно утверждать, что имеется СJ{аЧI{ообразное уменьшение 
связи между каnиллярными и объемными волнами, начиная с указан­
ного критического значения для fo· 

Область больших значений для fo (и соответственно для f) можно 
считать динамически более устойчивой в сравнении с малыми значе­
ниями fo и f. Это обстоятельство позволяет дать оценку значениям 
этих величин, соответствующим скорости и волновому числу наибо­
лее устойчивых капиллярных волн. На гранИце области устойчивости 

(]2/4)-Л<О, так как Ф;,ин(f/n)<О и, следовательно, f<2fo; 
с другой стороны, f f n > 1 f r 0 , поэтому можно написать неравенство 
lfro<f{h<2fofh. . 

На границе области устойчивости fo =те, f /n = р [на основании 
(48)], где с и р- скорость и волновое число капиллярных волн. При­
соединяя критерий устойчивости (42), можно написать неравенство 

1 { 1/1 
r~<P< 2m0cji•' 

(53) 

которое определяет интервал волновых чисел наиболее устойчивых 
капиллярных волн. 
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6. О цоряд"е характерных величии для Не II 
и сверхпроводников 

1. Для Не II из опытных данных о значении капиллярной постоян­
ной, плотности жидкости и радиуса действия молекулярных сил 
можно определить скорость капиллярных волн на границе их устой­
чйвости. Полагая [7] сr=О,Здин/см, тр=0,15г/см3 , r 0 =3·10-8 см 
и пользуясь формулами (27') и (53): · 

а . h ~ 
с2 = - р th р , р = -, 

mp Го 

:получаем с= 104 см/ cer{ для случая p!t ::}> 1. Для потока массы, пе­
реносимого капИллярными волнами, рассчитанного на погонную еди­
ницу длины, мы имели (17): 

1 а2 

Q = mpc-;thph 2 . 

Течение в шrенках Не II интерпретировалось в опытах Доунта и Мен­
дельсона (и других) [7] I<ак объемное (по всей толще пленки). Ско­
.Рость течения рассчитывалась по формуле: 

Q = mpc'h', 

т де h' -толщина пленки. Сопоставляя указанные два выражения по-
-тока, получаем 

1 а2 

с'= с plt' th p!z 2 . 

Для значительной неливейности Сlмакс = 1 1 е' h' = 3 ·1 о-а см [7]' р = 
= 1 / r 0 : 

с' = 7 см /сек. 

Это находится в соответствии с экспериментальными данными, ука­
зывая, однако, что реальные скорости волн с превышают скорость с' 
в тысячу раз. Этот факт может подвергнуться экспериментальному 
изучению. · 

Частота . капиллярных волн v = ер J 2тс равна ( 1 J 6тс) ·1 012 сек-1 , что 
.соответстsует длине электромагнитных волн Лs: 

As = 0,4 СМ, 

не являющейся недоступной для современной радиофизики. 
Для устойчивости течения необходимо, чтобы сумма юшетиче­

ской и потенциальной энергии волн, рассчитанных на одну молекулу 
{на основании (18) и (31) равцая mc2 ), была бь~ больше kT. На гра­
нице устойчивости, полагая mc2 = kT, находим для критической тем­
лературы величину 

в то время как температура исчезновения сверхтекучего течения 

,определяется в 2,2°К. 
Сравнивая энергию молекулы, обусловленную капиллярными волнами 

mc2
, с энергией силы тяжести mgH, находим, что они будут срав­

нимы, если 

Н"'-' 1 I<M. 
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Это указывает, что анализируемые течения жидкости для Не II 
поразительна устойчивы. Нужны трубки большой длины, чтобы унич­
тожить течение силою тяжести, поскольку оно уже происходит. 

Максимальная амплитуда капиллярных волн определяется форму­
лой 

ссмакс th h 
Умакс = --р- Р ; 

для ph~l и амакс = lfe находим при 1/р=З·lО-8 см: 

У макс = 1 о-· В см, 

что составляет лишь одну треть атомного расстояния для атомов 

гелия. В случае течения Не II через щели (опыты Капицы [8]) при 
наличии капиллярных волн разница между свободной поверхностью 
и твердой стенкой может не иметь принципиального значения по 
причине столь малых абсолютных величин амплитуды волн. Поэтому 
есть некоторые основания не различать природу течений в тонких 
пленr<ах и в объемах, ограниченных твердыми поверхностями или 
фазой Не I. 

Зависимость от температуры потенциальной энергии волн (рассчи~ 
таиной на одну молекулу) 

тс2 а 1 
т="ZiJ"r; 

определяется зависимостыо поверхностного натяжения и плотности 

от температуры. Из опыта известно, что имеет место (хотя и слабое) 
уменьшение а и возрастание р с увеличением температуры. Этим объ~ 
ясняется направление сверхтекучих потоков в Не Il от меньших 
к ббльшим температурам как в пленках, так и в ограниченных объ­
емах. Течение осуществляется в направлении убыли потенциальной 
энергии системы. 

Условия устойчивости движения (раздел 5) приводят I< тому, что 
связь капиллярных волн с объемными колебаниями среды значительно 
ослабляется (или полностыо уничтожается), если скорость с превы­
шает некоторый предел. Поэтому становится, по крайней мере, каче­
ственно понятным отсутствие заметной вязкости в явлениях течения 
подобного рода. 

Теория базируется на предположении однозначного молекулярного 
потенциала взаимодействия. Эта однозначность имеет место дJIЯ 
атомов Не\ но не Не3 ; в последнем CJiyчae имеют место два потен­
циала (Фас11мм и Фснмм) взаимодействия, смотря по тому, одинаково 
направлены или противоположны спины взаимодействующих частиц. 
Если для Ф в качестве молекулярного потенциала принять арифме­
тическое среднее 

ф = (ЗФасимм + Фс,шм) / 4, 

то мы не удовлетворим критериям устойчивости движения, которые 
требуют преобладания сил притяжения над силами отталкивания. 
В этом можно видеть причину отсутствия сверхтекучего движения 

у Не3 • 
Таким образом основные качественные и количественные особен­

ности движения Не Il (в тонr<их пленках, капиллярах и через щели) 
получают естественное истолкование с единой точки зрения. К этим 
особенностям относятся: 1) независимость потока от длины пути 
и строгая пропорциональность периметру; 2) независимость потоr<а от 
величины разности уровней и перепада давлений; 3) весьма слабая 
8 ЖЭТФ, :N!! 2 (8) 
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зависимость от природы стенок; 4) наличие течений в сторону боль­
ших температур; 5) практичесrюе отсутствие вязкости при подобных 
течениях; 6) отсутствие указанных свойств у Не3 • При этом ПОJJуча­
ется правильный порядоr< величип ДJIЯ набJrюдаемых скоростей тече­
ний и критической температуры. 

2. Длп электронной.жидкости в сrзерхпроводниках неизвестно значе­
ние н:аПИJJJШрНОЙ ПОСТОЯННОЙ, ПОЭТОМУ ДJIЯ К.ОЛИЧССТВеННОГО COJJOCTaBJie­
HШI теории с опытпыыи данными будем исходить из чииrr:нного значения 
ГJrубины пронюпrовения магнитного поJrн в св ер хпроводнЕ r< и кри­
тического значения магнитного поля. Эти две величины позвоJrяют 
вычислить концентрацию электронов в электронной жидкости, диэлек­
трическую постоянную сверхпроводннrов, скорость капиJJJrярных IJOJIН 

(а СJiедовательно, капиJIJшрную постоянную) и критическую тt:J\шера­
туру перехода. · 

ГJrубина проннюrовенин для олоuа [0
1 о= 6,3· 10-о см. На осно­

вании условия ( 43), наJrагаемого на воJшовое ЧИСJIО I{HIJИJIJJнpныx волн 
' ' {,)2 1 
о '1· о 

р· = 2--,; - 2 
= ~, для нижней границы определяем концентрацию 

1 l' о ·s 

p((l)~=4ne2pjгn), что дает р = 8,2 ·1021 CJ\C3 и m11 = 4,8 · 1015 сек-1 • Из 

IJыражепия !{рити.чесJ\оt'о 

водника ph ::}> 1) 
магнитного поJrя (дJIЯ массивного про-

[см. (35)]. 

Учитывая, что с2 = 2
/ 3 (с; 1 в 1 ) [см. {40)], опредешrем z1 , полагая 

н"Р ~ 300 Ое, 
е 1 = (81t2 j9e'1) (epo1J Нщ,)2 = 1,3·10°. 

Такиl\i образом теория приводит к существованию у сверхпроводни­
I{ОВ аномально большой диэлектрической ностоннной (ер. [9J). 

Сr~орость I<аПИJIJJярпых воJш опредеJшется по значению s1 : 

с= [2 / 3 (С.~/ z1)]'
1• = 6,8 ·105 см 1 сек. 

Для критической температуры перехода поJrучаем 

TI,P = 3,3°!\. 

Опытное значение критической температуры для олова равно 3, 7°К. 

Мос.J\ОВСIШЙ государственный 
ушшерситет 
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СТАТИСТИЧЕСКИй РАСЧЕТ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПJIOTHOCПI 
НУКЛОНОВ И ОБОJЮЧЕЧНОЕ СТРОЕНИЕ ЯДРА 

Л. П. Рапапорт и В. А. Фили.моtюв 

Произведен статистическнй расчет распределеппп плотности ну!(лонов в ядре ме· 
"' тодом Рнтца с двумя IJарнаr.щошiымп параметрамн. Получспl.\ос JНiспрсделенне IIJIOТIIO­

cтн исrюльэоваiю для oбociю!J'<!IIШI оболоirсчiюго строенiiН ;щрt1. J?езулы·аты согл:.:суют­
с н со cxcмuii запuлпепш1 оболочек, предложенпой Майер. : · · 

Статистическан теория я;(ра использова.пась ря)'(ом шзторов для рас­
чета энергии ядра [H!J. В работах [2· 3) расчеты ,,е.тшсь при помощи 
метода Ритца·-~ одним нариационным параметром. I3 качестве варьируе:. 
мой· фуmщшf выбиралась шютнос1ъ, измеJшюtщшся по кривой Гаусса; 
Однако такой выбор распределения плотности пригоден только для лег~ 
rшх ндср, так как точное ренiеiше статистичесiшй задачи в пределе дJш 

бесжонечно тяжелого ядра дас~т постошшуrо шютность на протюкении 
всего §lдра. 

В рзботе [1] расчет ядра щюизrюди.псн статrrстпчесюш метоЖJЫ с 
;щумя вариационными парамстрами, но полученные там результаты 

ОТIЮСЯТСЯ ЛИil!!> К TШKCJlblM ЯДj)liM. 

· ·- В настоящей работе ·вычислено распредслепне плотности нуклонов 
для всей системы ядер методом Ритца с двум1I варшщноiШЫI\!И пара­
метрами; пришпый закон сил от,пичен от закона снл, использоВШIIIОГб 
в работе [ 1]. Сведения о распределении плотности могут быть исполь­
:юваны для обосновашш обоJючсtiногь строения нл.ра. I3первые метод 
Ферми для расчета оболочечного строешш я.ripa щщм(::чшли Иваненко и 
Родич св [4.] (см: таюi<е [й] ) . Они рассчитьша.IIИ запоJшсшiе · оболочек 
при помощи шютности, полученной из предложенной ими статистической 
теории ядра. Но в этой работе не учитывалось · свойство насыщеirШ!' 
ядерных сил. Авторы работы [6] пытались подобрать такое распределе­
iпiе шютности, чтобы числа частиц в ядре, предшествующие появлению 
нуклонов с Iювыми орбитшrыiыl\нr' rшантовыми числами l, совпадалч. 
с «магичесюiМИ» чис.nами 2, 8, 20-25, 50, 82, 126. Такое отождествление' 
ЧИСеЛ, ОТМеЧШОЩИХ ПОЯВЛеНие НОВЫХ l, С ЧИСJ!ШvlИ заМКНУТЫХ оболочек 
противоречит сведениям об' орбитальных моментах нуклонов в ядре, 

r~ получаемых из анализа различных экспериментальных данных (магнит-. 
r ные и механические моменты ядер, ~'распад и пр.).; а также с обще· 

прпнятой схемой заполнения оболочек. Более иитерееным являетея не 
подбор плотности, а использовюше рас.пределения плотности, получен­

ной из статистической теории и даrqщей правильное значение энергии 

евязи ядер. 

·1. Распределение плотности в ядре 

При расчете распределения плотности нуклонов в ядре мы:: будем 
учитывать только специфичесr<;ие ядерные силы, прыrебрегая I<улонов­
ским отталкиванием протонов. Поэтому в формулу д:ля ·полной энергии 
ядра включаются только члены, происходящие из-за обменной энергии 
взаимодействия, r~инетичеоrюй энергии и. поправки Вейцзекера на кине-

8* 

'' 
!-, 
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тическую энергию. Пренебрежение кулоновским отталкшванием приво­
дит к одинаковому числу протонов и нейтронов в ядре, что значительно 
у:nрощает расчет. Полная энергия ядра в этом случае будет иметь вид 

(1) 

г де ЕА, Еп- обменная и кинетическая энергия, а Е1- nоправка 
Вейцзекера. ВзаимодейстJЗие между nротоном и нейтроном мы выби­
раем в форме 

взаимодействие нейтрон- нейтрон, протон- протон в виде 
.... .... 

Nnn' = - 1
/ 3 J(rпn')( cr, cr'); 

Ррр' = - 1/ 3 l(rpp') (;, ;i) 
соответственно, г де 

J( ') . у { 1 r- r' 1} rr = 1 r- r' 1 ехр - ro ' 
л .... 

р- оператор перестановки координат, cr- спиновый оnератор Паули, 
r0 = h / 2'1tm,.c- комптоновсrшя длина волны rс-мезона, 1- nостоянная 
эаrюна сил. 

Для таrшй формы взаимодействия частиц, согласно вычисле­
ниям [з· 7), явное выражение обменной части энергии I\ак фунrщии 
распределения плотности р для случая равенства числа nротонов 

чиелу нейтронов имеет вид 

ЕА=-~ cp(ro)d't, . у ~ 
Lm r 0 

rде 

Кинетичесrшя энергия выражается обычной формулой 

Е11. = 2xh ~ р'/а d"C, 

где 

3 (3)"'· h~ 
Xk = 40 n М ' 

Поправка Вейцзекера выражается формулой 

(2) 

(5) 

(6) 

где х1 = h2 /32 rc2M, М- средн;ее значение масс· протона и нейтрона. 
Задачу нахождения распределения плотности мы будем решать 

иетодом Ритца. В качестве распределения плотности выбираем функ­
цию вида 

Р= Ро 

Р = Ро ехр {- (r;~o)
2 

} 

для r<R0 , 

для r>Ro, 
(7) 
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т. е. фующию, постоянную в середине ядра и спадающую по гауссо­
вой r<ривой на краю. Форма фующии распредеJrения плотности (7) 
удовлетворяет усJювию симметрии; ее производная по r в центре 

ядра равна нулю. В r<ачестве двух вариационных параметров выбираем 

(8) 

о> 0 характеризует плотность в центре ядра, а ~ дает отношение вели­
чины области с постоянной плотностыо к области плавного спадания. 
При ~=О распределение плотности переходит в гауссово, при ~ _..,.. оо 
получается постоянная на протяжении всего ядра плотность, соответ-

' ствующая бесконечно большому ядру. 

с; 

fl#,, 
·- ', 

Из условия нормировrш р получаем 

(9) 

где 

(10) 

N- число одноименных частиц в ядре. 
Найдем выражения ЕА, Е11., Е1 кю< функции вариационных пара-

метров. Вводя новую переменную интегрирования х = (r- Ro) / VЗR 
и используя выражения (7) и (3), приведем формулу для обменной 
энергии (2) к следующему виду:· 

ЕА =- --f--4 {'~ R~q> (q) + 4 V31tRR~B (q) + 
l11t r

0 

+ 247tR2R0C(q) + l27t VЗR~D(q)}, (11) 

где для удобства введены обозначения: 

q>(q) = ~ q4- ~
2 + ~ (1 + Зq2) 1n(1 + q2)- q3 arctg q, (12) 

00 

B(q)=~<f((J))dx, (13) 
о 

00 

C(q) = ~ X'f((J))dx, (14) 
о 

00 

D(q) = ~ x2!f (ш)dх, (15) 
о 

q = 2ш0 , (16) 

Ист<лючая R из уравнения (11) при помощи соотношения (9), учиты­
~ая (8) и (16), получаем 

(17) 

где введены следующие обозначения: 

Р( ) = 36 (~)''•D(q). 
q те те q8 ' 

(18) 
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(19) 

причем все величины, входящие в ( 17), выражены п реJштивистсiшх 
единицах (/L = 1, С = j, 1neC2 

'-""=' 1 ). 
Входящие в F(q) интегралы в конечном виде не берутся, по в 

интерваJiе 5,4 < q ·< 7,5, фунrщия P(q) протабу.пирована в работе 
Гамбаша [~1 и хороню может быть предстаплена в этом интервале 
полиномом 

P(q) = 0,006238 q2 + 0,00723 q- О, 1856. (20) 

Интегралы C(q), входнщис. в O(q, Р), берутсн в конечном виде. 
Дифференцируя (14) по параметру q и интегрируя, мы получаем 

с (q) а 1 3 (1 ")1 (1 1 ") ·t 1 (1 ") 1 · .t · 1 R (.21) --=-.q--:-.. +-.- -1-q-· Il --q· --.-. 11 +q .. ·--о:-ШС O(J-·- \ • . 113 lH Сщ Нщ3 JLq;' (, ь ' 

где 

!( = ~ ((!_JJJ';)2_ ~ _:!_ - ... } 
J(j l 21]~ IJ". + l:q 7 

-ряд, быстро сходяш,ийся в нашем интервале изменения q.' Инте­
гра.пы B(q), входшл.ие в О (fJ, ~), в юшечном виде не берутся, но 
могут быть выражены черея фушщiiю F(q). Д,ифференнируп D(q) 
по параыетру q . и тюдстае.IIШI выесто D ((J) его выражение через 
функцию F(q), согласно (18), получаем -

В (q) = п (7 [3q 2P(q) -'- с/:1 -~- P(q)] 
. , · :l8 (:З fт;)'lu · · 1 1 tllj ' 

(22} 

Выражения E 1t и Ьj получаются элементарным интегрированием (5) и 
(б) пос.r1е подстаповrш в них (7). Иеrю.пьэул oбo:!ШlЧt'IIHH (8) и (16) 
и условие (9), получаем в релятивиетск~х единицах. 

(23) 

rд<; 

(24) 

1~ ., '! 
Е·=-·- 2q~N 'Р(Р)· 

; s''' (~) .·. r- ' 
(25) 

причем 

Р(~) = (26} 

Подст_авjщя: (17), (23) и (25) в формуJrу (1), noJiyчael\i 

Е= i~~ {- vP(q) .- vO.(q, ~) + q2M (~) + q
2s'I·:.;.P (~)·}. 

..... 

(27} 

При р =О распределение nлотности переходит в гауссово, использо':' 
ванное Гамбашем для вычис.пения энергии и дающее i1равиJrыюе зна­
ЧIЩИе энергии связи_ для всех Ядер [3]. полагая, согласно этой работе~ 
k == 66,24, mтr = 285, М= 1836, получаем v = 3, 11. 

.• 
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Связь между параметрами ~ и q и N найдем из обычного усло­
вия минимума энергии 

дЕjдq=О; дЕjдр=О. (28) 

В явном виде уравнения (28) прюiимаю1· вид 

N-S(!.!)f 2qP(?>) }'/2 

- IJ \ (vtiF (q) /tlq) + (vдCi (q, ~)! дq)- 2М ([:J) q ' (29а) 

N = s (~) f q2 f s (~) Р'(~) -lf"S'{~) P(~)l \'{2 
,-' l S'(~)f-f'S(~) f ' (296) 

где 

f(q, Р) =- vf(q) -vO (q, ~) + q2M(~). 
Штрихами обозначеш;r производвые по р. Приравнивая правые части 
(29а) .и (296), ПОJiучаем уравнение, связывающее q и [1, 

2 r~- ·: (~) !' l .. 
S (~) J =' fiF(q) + дG (q, ~) -2 M(Q) (30) 

{ S (~) Р' (~) l } 1 i:'q . V дq q IJ • 
q \S'(~) р (~) - 3 ' 

Подстацляя .13 (30) пеr<оторое значение q и находя из nолученного 
таюrм образом уравнения с одним неизвестным соответствующее.~. 
мы можем найти зависимость q от р. Для каждой пары значений q и ~ 
по одной из формуJr (:29) получим соответствуютцее значение N. Для 
того чтобы выпоJшить эти вычисленин, опредеJIИМ интервал возl\ЮЖ­
ных значений q. Находя предеJr выражrния (30) при ~->О и nри 
[:\ -> =; мы получаем для onpeдeJreJ.rия границ изменения q два урав­
нения: 

vr10R C(q) -6?(,)-< dF(q)]-.:!_[27~36"/3] 2=0 
'lt q3 q 7 tf q . 1 00 v 5 q ' (31) 

для ~=о и 

(32) 

для ~__". оо. При нашем выборе веJшчипы v = 3,11 мы ПОJтучаем из (31) 
q0 = 5,982 [из уравнения (29а) соответствующее N = 16,3]; из (32) 
находим qoo = 6,40 (соответствующее .N----"' оо). Татшм образом все 

значения q для ~. изменяющегося от О до оо, лежат в узком интер-
вале 5,82 ::;;: q ,< 6,40. · . . · 

Небольшие отрицательные значения ~ тат<же имею~ физичесrшй 
смысл. Отрицательные значения ~ означают, что гауссово распреде~ 
лепие плотности в этом случае «срезано» и распредеJтение плотности 

идет круче, чем это даr.т кривая Гаусса (рис. 1 ). В самом деле, при 
вычислении энергии мы nроводим интегрирование по r от О до CXJ. 

Отрицательное ~ соответствует отрицательному R0 • Обозначая все 
подинтегральное выражение для энергии функцией Н (т), мы можем 
записать 

оо -R, о оо 

Е=~ Н (ш) dr = ~ Н (m0) dr + ~ Н (т) dr + ~ Н (т) dr. 
о о -!(, о 

Если ~ маJю, то (!) в интервале от - Ro до О мало отличается от о) 0 , 
и таким образом сумма первых двух интегралов nриблизительно равна 
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нулю. За распределение плотности, дающее минимум энергии, в этом 
случае мы можем принять часть гауссовой r<ривой, находящуюся 
в области положительных r. 

Таким образом ядра с N < 16 имеют распределение плотности 
более крутое, чем гауссово, а начиная с ядра N = 16, возню<ает 

q 
р 

Рис. 1. Распределение плотности 
в ядре в случае отрицательных 

~ = R0 1 R. ДJIЯ .малых 1 ~ 1 плот­
ность прибJШЗIJТеЛЬПО представ­
ляется кривой над заштрихованной 

площадью 

0.3 0,5 0.7 0.9 f3 

Рис. 2. Зависимость q = q (~). 
Для ~ > 0,2 (N> 28) плотиость n 
центре ядра остается nостоянной 

с увеличением ~ 

область с постоянной шютностыо. Зависимость q от ~' вычисленная 
из уравнения (30), представлена графически на рис. 2. Из графика 

Рис. 3. Зависимость N от ~. 
Сплошнап линия- вычисленпая по 
формуле (29а), пунктир- по фор­
ыуле (35) для L = 2, 3, 4, 5, 6. Точки 
пересечения кривых определяют 

Nz- число нуклонов в ядре, соот­
ветствующие появлению ново!\ 

оболочки с данным l 

видно, что q приблизительно линейно 
увеличивается вместе с ростом ~ толь­
ко для значения ~ ~ 0,2 (соответству­
ющее N = 28). Начиная с ~ = 0,2, q 
очень быстро достигает значения q = qoo 
и в дальнейшем остается постоянным 
при росте ~. Таr<им образом ядра с N> 28 имеют одинаковую плотность в 
центре ядра. Этот вывод находится в 
полном согласии с известным эмпири­

чесrшм правилом о nостоянстве плот­

ности в центре ядра для средних и 

тяжелых ядер. Соответствующая хо­
ду изменения q = q (~) зависимость 
N = N (~), вычисленная по формуле 
(29а), предстаВJiена на рис. 3 сплош­
ной линией. Вычисление N для ~ >0,2 
производилось при постоянном q = qao· 
Кривая N(~) имеет перелом при ~~0,2, 
получающийся вследствие того, что 
производная 

dN = дN !!!f_ + дN 
d~ дq д~ д~ 

имеет резкое изменение в окрестности точки ~ = 0,2, таr< как dq / dp 
в этой окрестности изменяется в малом интервале от неиоторога !{О­
нечного значения до нуля. 

Встречатощнеся при вычислении q = q (~) и N = N (~) функции 

с (q) 
qв; 

.!!__(с (q)) • 
dq q3 ' ер~~); :q (cpi1)); F(q); d=~q) 

и соответствующие ~ и N представлены в таблице .. 
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q 
C(q) -Чс(q)) <p(q) ~(<p(q)) F(q) 

dF(q) N (j8 dq q• --qa dq q' di] (3 

5,5 0,11736 0,036042 1,10069 0,31162 0,5377 О, 16585 -0,23 10,8 
6 0,13565 0,037028 1,25824 0,31851 0,62215 0,1721 о 16,3 
6,25 0,14495 0,03749 1,33828 0,32153 0,66556 0,17521 0,11 21,9 
6,3 0,14682 0,03757 1,35430 0,32210 0,67433 0,17583 0,14 23,7 
6,39 0,15022 0,037713 1,3833 0,32310 0,69021 0,176952 0,20 28 

2. Распределение нуклонов в ядре по оболочкам 
Согласно статистической теории Ферми, распределение nлотности 

нуr{Jrонов, обладающих орбитальным квантовым числом l, определяет­
ся выражением 

(33) 

Плотность Pt отлична от нуля толы<о для r, заключенных между дей­
ствительными значениями nодкоренного выражения. В случае, IШr да 
корнИ сливаются, Pt =О для всех точек. Двукратный корень nодко­
ренного выражения (33) в этом случае определяется из уравнения 

d 
dr (rЗр) =О 

и соответствует маi<симуму величины r 3p. Тог да из (33) получаем 

(34) 

а таi( как р зависит от числа нуклонов в ядре, то (34) определяет то 
минимальное число частиц в ядре, начиная с r<oтoporo плотность р1 
становИтся отличной от нуля, т. е. появляются частицы, обладающие 
орбитальным квантовым числом l. Для нашего случая функции распре­
деления плотности, определяемой уравнением (7), мы должны рас­
сматривать плотность только на участке r > R0 , таr( кю< величина r 8p 
nринимает максимальное значение только на этом участке. Тюшм обра­
зом мы получаем 

• R0 .. /'(Ro)2 + 3 R2 
] Ма!(С = 2 + v 2 2 • 

Подставляя это значение rмш в (34) и учитывая (8) и (9), мы полу­
чаем уравнение для определения величины Nt, соответствующей ядру, 
начиная с которого nоявляются частицы с данными l 

N = i)1; (21 + 1)3 f(~). (35) 

где 

Так I<ar< зависимость N от ~. в свою очередь, определяется уравне­
ниями (29), то значения N1 и ~. nри которых появляется данное l, 
найдутся как совместное решение (35) и (29). На рис. 3 решение 
.представлено графически. Пую<тирными линиями нанесены r<ривЬiе (35) 
для различных l. Точки пересечения кривых о.пределяют N, nри 



250 . Л. П. Рапапорт и В. А. Филимонов 

котором появляется данное l. Эти Nt равны 8, 20, 38, 64, 96. Прямо­
угоJrыrа~ потенЦиальная яма дает 8, 20, 40, 70, 112. Таким образом 
выч:Исленньiе значения Nt для Jreгr<иx и средних я:дер совпадают с N1 

прямоуtольдой потенциальной ямы. Для тяжелых ядер вычисJrенное 
нами Nt' меньш~. Учет кулоновс]{ОГО оттал]{ивания привел бы. к еще 
большему расхождению для тяжелых ядер. . 

Полное число одноименных частиц в ядре, обладающих орбиталь­
ным r{вантовым числом l, мы получим, если проинтегрируем (33) по 
объе!\!:У ядра, причем ин'!'егрирование распространяется на все поло­
жительные значения подкоренного выражения. Подставляя (7) в (33) 
и юiтеrрируЯ~ пЬКучаем 

nt .· ~-cz + 1/2) { Va2~2- (l + 1 /2)2-'- (l + 1 /2) arccos ( 
1 ~;12 

) + 
. х. 

· + V3 \ · / а2е-2х'- /+ lf2 dx} для а~>- l + 1 / 2 ; J V ( 3х+ ~)2 
о . . 

'1·" 

(36) 

nt = Li vз (l + 1J2)'r· 1/ а2г2х•_ (l+li2J2 dx. длЯ а~< z + lj 
1t J r (У3х+ ~)2 2• 

(37) 
. . . . ~ . 

г де про из в еде на замена переменнога х = (r - Ro) / VЗR и . а = • 
= [3 1f1ё'N / S (~)]'1•, а х1 , Х2 являются корнями подинтегральной фупi<­

ции. Интегралы, входящие в (36),i 
_ _J==:=:==JP (37), вычислялись численным ин-

,· тегрированием. Результаты вычи­
сления для S и Р уровней пред­
ставлены на рис. 4. На том же 
рисунке поi<азан для сравнения 

.4-----' ---r-.:::::::=;s;:= .. :;;;;;--;;;.:..;::-=Jrfl.-p результат вычислений с постоян­
ной плотностыо и нанесена лома-
ная линия, соответствующая пря­

моугольной потенциальной яме.' 
Из рисунr<а видно, что постошr-· 

Рнс~ 4. Зависимость nt . от N. Сплi:шшые . ная плотность в ядре дает IIJIOXoe· 
1сривые вычисJJены для плотности, полу- со г лас и е со схемой .Майер [8

] .­

ч'еiiной в данной работе, пунктирпые Плотность, полученная в настоя­
Линии соотвс·тствуют пос:тоянноf:i плот~- щей работе, дает удовлетвори­
Jюсти. Jlоманые ;шнии представляют · 
зависимость n

1 
от N для . прямоуголыюf:i тельное соГJrасие. Результаты длн: 

нмы . рассматриваемых l должны еще 
· · более уJiучшиться, ecJrи учесть 

I<Y лоновсi<Ое оттаJiкивание, так I<ar< тог да обJiасть с постоянной плотно­
сть·Iо уве.JiИЧИf['СЯ ri ЕрИВЫе ПОЙдут НеСI<ОЛЬI<О НИЖе. : 
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О ЦЕНТРЕ ИНЕРЦИИ В ·ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

М. Ф. Шарот(ОВ 

Сформулировано соотношение [см. ниже формулу (6)], 1\овариантное в смысле 
общей теории относительности и определшощее вектор, аналогичный ве1пору не~ 
релятивистс1шго центра инерции. Для системы со слабым гравнтационнбiм полем 
найдена прибJIЮI<еiшал формула длн Iюордннат центра инерции, ПО({азывающал, что 
он определлетсн распределением масс по110Я и ыасс, соответствующих юшетичесю1м 

и потенциальным энергиям системы, определяемых известным соотношением теории 

относительности о взаимосвязи массы и энергии. 

В работах, посвященных nроблеме центра инерции в общей 
теории относитеJiыrости, решались некоторые частные задачи о на­

хождении центра инерции для системы двух тел [1- 3] и n тел [4] на 
осцове приближенных уравнений движения. 

Вопрос о существовании теоремы о центре инерции и, следова­
тельно, о существовании самого центра инерции таким образом 
оставлялся без рассмотрения, что, вообще говоря, сильно снижало 
значение полученных резуJiьтатов и, в частности, было одной из 
причин неверного вывода об ускоренном движении центра инерции 
двух тел, сделанного в одной из цитированных работ [1]. Вследствие 
этого ниже делается попытка сформулировать в общековариантном 
виде теорему о центре инерции и рассматривается применевне ее 

для изолированных скоплений материи со слабым гравитационным 
полем. 

1. Теорема о центре инерции в общей теории относительности 

Итаr<, пусть какое-нибудь количество материи в виде частиц, заря­
женных и нейтральных, и их полей (электромагнитных, гравитаци­
онных и др.) занимает ограниченную обJJасть пространства, внутри 

которой ее тензор энергии-импульса TfL"=!= О. Примем, далее, что наша 
система является изолированной, т. е. другие скопления материи на'­
ходятся столь даJiеко от нее, · что их силовые поля можно считать 
бесконечно малыми в области, занимаемой нашей системой. Матема­
тически условие изолированности можно формулировать в виде об­
ращения в нуль теllЗора TfLv в бесконечно удаленных точках, как 
А f t'3 и быстрее, г де r- расстояние до системы, и превращения ин­

тервала ds в галиJiеевский 

ds2 =- с2 dt2 + dxi + dx; + dx; = dx~ + dx~ + dx~ + dx~ =- d ... 2 • (1} 

Для такой системы существуют сохраняющиеся величины [5
]: 

тензор энергии-импульса 

(2) 

тепзор момента импульса 

(3) 
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вектор полного импульса 

PIJ. = ~ S1~4 dx1 dx2 dхз = ~ S 1~4 dш (4) 

и тензор полного момента импульса 

(5) 

В этих выражениях g- детерминант из компонент метрического 

тензора g!J.~· 
Следуя (6J, дадим определение релятивистски ковариантного цен-

тра инерции в виде 

(6) 

Прежде всего леиш убедиться, что хотя формально веюор У~< 
имеет четыре компоненты, но независимых из них только три, так 

как имеет место очевидное соотношение У" Уо: = О. В этом прояв­
ляется аналогия YIJ. нерелятивистСI{ОМУ веюору центра инерции. Со­
гласно (6) в системе отсчета, в которой наше скопление материи 
в целом покоится (Р1 =О; Р4 =F О): 

У~=~ xlS44 d(l)/~ S'14 doJ = const; 

У~=О. 
(7) 

В силу (2)- (5) и сохранения величин, определяемых этими соот­
ношениями, У~~ являются координатами чисто пространствеиного век­
тора, определяемого распределением плотности sм, пропорциональной: 
плотности масс частиц и полей, при помощи тех же формул, что и в 
нерелятивистсr<ой теории. Кроме того, во вся!{ОЙ другой инерциаль­
ной системе отсчета, в соответствии с иреобразованиями Лоренца и 
согласно (6), Yi будут линейными функциями времени t. Таю1м 
образом пространственный вектор yt удовлетворяет теореме о центре 
инерции,так как его пространствеиные компоненты являются коорди­

натами точки, которая во всех инерциальных системах отсчета по­

коится или движется равномерно и прямолинейно. 
Релятивистский центр инерции YiJ. образует некоторую линию в 

четырехмерном пространстве-времени. Согласно (2)-(6) он выражается 
через некоторые пространствеиные интегралы от тензора s1т, в состав 
которых входит t~J.~, который всегда можно обратить в пуль в данной 
точr<е соо1·ветствующим иреобразованием координат. Однако центр 
инерции (6) для своего полного определения не нуждается в указании 
той или иной криволинейной системы координат, так как входящие 
в (6) nростращ:твенные интегралы (4) и (5) в силу зшшнов сохранения 
имеют одинюшвые значения в любьrх криволинейных координатах, 
переходящих в бесконечно удаленных точках в галилеевские [5], что 
в нашем случае I<ar< раз имеет место в силу изолированности систе­
мы. В этом смысле определение (6) центра инерции, а также данная 
выше формулировка теоремы о центре инерции, I<овариаптны в отно­
шени:и требований общей теории относительности. 

Ковариантность (6) Б отношении любых r<риволипейных I{ООрди~ 
нат весьма существенна r<ar< принципиально, так и с точки зрения вы­
бора наиболее простого способа расчета координат центра инерции. 

• 
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2. Симметричный тензор энергии-импульса слабого гравитационного 
поля 

При помощи (6) можно получить для случая слабых гравитацион­
ных полей приближенное соотношение для центра инерции, показы­
вающее в наглядной форме физический смысл величин, его опреде­
Jrяющих. 

Предположим, что материя имеет тензор энергии-импульса 

(8) 

и движется вблизи начала координат со скоростями vi = dxi J dt, у дов­
летворяющими условию 

vJc<l. (9) 

В этом случае гравитационное поле б у дет слабым и определяется 
соотношениями 

о l 1() 7t/ (rf.LV 1 т) 
Л.f.Lv =-СГ -2 gf.Lv • (10) 

где hмv- малые добаВiш к метрическому тензору: 8мv = 1 при 1.1. = v и 
8v.v =О при 1.1. =!= v, соответствующему квадратичной форме (1}, и f- гра­
витационная постоянная теории Ньютона. 

Решения (10) JЗ первом приближении имеют вид: 

(11) 

h11-v = О при 1-1 ::)= v. 

Согласно (2) и (6) для определения центра инерции необходимо зна­

ние тензора энергии-импульса поля тяготения t'''~, который имеет вид [5
] 

t[LV с
2 

f(2Гr> Г" г~ Г" гв Г" ) ( IJ.E Vr1. f.LV ""') + = 1Б rcf l еос ~"- еа ос(! - е(3 аа g g - g g 

+ glL•gar> (Г~~Г~а + Г~13Г~"- Г~"Г~r1.- Г~аГ~сr) + 
+ gv•g(!.r'- (Г~аГ~13 + Г~13Г~"- Г~аГ~а- гgаГ~а) + g"r1.gr>" (Г~13Г~а- Г~r1.Г~а). (12) 

Величины /z~-tv и их пространствеиные пронаводные- малые вели­
чины первого порядка; что же касается :их пронаводных по времени, 

то они будут величинами еще более высокого порядка малости, так 
как учет запаздывания в распространении гравитационного поля соот­

ветствует еще более высокому приближению. Поэтому, учитывая еще 
независимость галилеевекай части тензора g [1.'1 от координат, можно 

положить: 

(13) 

IJ.E varr> Г" г г g g ecr а(>= !J.й, (3 vjЗ, а 

и т. п. 

Из сопоставления (12) и (13) видно, что t!J.v- величины второго и 
более высокого порядка малости. Из (12) и (13), после довольно длин­
ных вычислений, nолучим 
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Учет условиИ Гильберта, принимаемых при выводе (10), 

Подставляя в (15) выражения (11) для h!J.v, получим 

ti4=_3_дu ди =О 
17t/c2 дt дх1 ' 

t44 = S1t~C2 { (grad U) 2 + ~ (~n
2

} = 'd1t~C2 (grad U)2
, 

(14) 

(15) 

(16) 

так как (1 1 с) (ди 1 дi) величина более высокого порядка малости, чем 
дuf дх1. . 

3. Центр инерции системы со слабым гравитационным полем 

Координаты центра инерции будем вычислять по формуле (7) в си­
стеме отсчета, в которой паше скопление материи в целом поr<оится, 
nри этом ограни:чимся членами порядка (v 1 с)2 и и 1 с2 • 
· Для слабого поля . 

d 2 {"· d · · ( 2и) d ( 2u ) ( 2tt v2) -с · = - оц, х1 dx1! 1 + С2 + х4 1-С2 = с2 di2 1 - С2- ё2 , (la) 

о тку да опредеJштель 

Вычислим, nользуясь этим соотношением, а также (2), (8) и (16), 

(' (' 1 ;-(. · 2t~) (dx)2 7 (' 
.) S44 dю = .) у g . 1 + С2 р0 d-r: 

4 do> + Sr<:fc2 .) (grad и)2 d(l), 
(17) 

(' t . (' v.,-( 2а ) (dx4)2 7 (' 
j х S44 dФ = .) х1 g 1 + С2 р0 d-r: dю t S1tjc2 .) x 1(gradu)2 dФ. 
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Вторые члены удобно вычислить, воспользовавшись известной форму­
лой Грина (dq- элемент поверхности): 

~ \lv\ltt d(J) = ~ v ~~: dq- ~ vtщ dm, 

полагая в ней один раз v = и, в другой v = xu. Тог да, учитывая, что 
при r, стремящемся к бесrшнечности, и-:::::;:: fM ( r, и принимая во вни­
мание, что 

Ь.и = - Фn:р0/, 
r. легко показать, что 

Sтr:~c2 ~ (gгad и)2 d{j) = 2~2 ~ Ро d(l), (18) 

Sтr:~c2 ~ Х 1 (grad u}2 d(J) = 2~2 ~ р0х 1и d(l). 

Введем в рассмотрение инвариантный элемент массы, по которому 
и будем производить интегрирование: 

. d Vg Ро d(J} dx4 
l то= d'r • (19) 

Преобразуя при помощи (la), (18) и (19) интегралы (17) и подставляя 
их в (7), получим выражение для центра ин;ерции: 

vl _ 
Jo- (20) 

Так как У~ относятся к системе отсчета, в которой вся. наша. мате­
риальная система в целом поJ{оится, то входящий в знаменатель фор­
мулы (20) интеграл выражает массу покоя всей системы в целом 

\ ( 1 -rP 1 и) М= ~dm0 1 +z-cr --г& . (21) 

Необходимо отметить, что в силу общих теорем потенциал цоля 
тяготения. в весьма удаленных точках от системы 

fM 
иоо.= -. · . r . (22) 

Физический смысл соотношений (21)- (22) весьма ясен: (21) поrса­
зывает, что общая масса системы состоит из масс покоя ее частеJ11: 

масс, соответствующих их J{ИНетичеСI{ИМ энергиям, 

М _ \ dm0v 2 

k- ~ 2с2 

и масс, соответствующих их потенциальным энергиям, 

М __ \ dmou . 
Р- ~ 2с2 ' 

(23) 

(24) 

(25) 

(22), а также (20) и (21 ), показывают, что гравитационное поле всей 
системы в целом и ее центр инерции создаются всеми массами си­

стемы, определяемыми (23)- (25). 



:"'"'-,._.,~~:::.:!ft4Jлl '"~~;;$\l,·"··);;..,.~~~r~ii.iiJ/e";~ "f. W'~~·ч:--i$.ш/ii\~!'$'~1ШS!""' ........... , IIII'!?!JI!I ..... ~!JI!I: . ..J'i!ll ..... 'i!ll .... !l!! .... -11111" __ "!1!!11111------··· 
"~ 

256 М. Ф. Широков 

Отличие центра инерции (20) от классического в том и заюiю~ 
чается, что он определяется не только массами покоя тел системы, 

но и массами, соответствующими их кинетическим и потенциальным 

энергиям, которыми они обладают в CИJIY известного закона теории 
относительности о взаимосвязи между массой т и ее энергией W, по 
которому W = mc2

• 

Пользуясь приближенными уршзнениями движения Фоr{а [7
], ПОJIУ­

ченными им для системы n тел из уравнений тяготения Эйнштейна на 
основе ряда упрощающих предположений (сферичность формы тел, 
определенные соотношения между их размерами и гравитационными 

радиусами и др.), Фихтенrольц [4
] нашел формуJIУ для центра инер-

ции n тел, имеющую в наших обозначениях вид: ,• 

h=n 

~ Mhx~ •, 

Yi- k=l- __ _ 
-h=п 

~ Mlt 
k=l 

где 

Это соотношение, очевuдно, является частным случаем более общих 
соотношений (7) и (20). 

В заключение я выражаю благодарность С. С. Боюuе и Ф. С. Аге­
шину за некоторые вычисления для данной работы. 
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ПИСЬМА В РЕДАКЦИЮ 

О ПРИРОДЕ т-МЕЗОНОВ И V~-ЧАСТИЦЫ 

И. С. /Jlanupo 

Согласно экспериментальным данным, т±·мезоны и V~-частицы имеют схожие 
свойства: I{aK т-мезоны, та!{ и V~-частицы распадаютсн на 1r-мезопы, массы этих 
частиц близки друг к другу. В свнэи с этим воэпюшет воnрос: пе образуют ли т±­
меаоны и 11-частица изотопический триплет? В данном письме укаэьшаютсп и· 
обсуждаютел некоторые следствия, вытекающие иэ такого nредnоложения. 

1. Лепю nокаэать, основываясь на схемах расnада: 

т±__". п-± + п-'~' + 71'±' 

v{) ....". 'lt+ + 1t-2 , 

(1) 

(2) 

что при положительном ответе на поставленный выше вопрос спины т:J·-меэонов 
и V~-частицы должны быть отличны от пуля. Действительно, при нулевом спине 
всех участвующих в nроцессах (1), (2) частиц нмеют место следующие соотноше­
ния для внутренних четисетей (см. [1 ]): 

~'t' = (~тс)з, 

~ v = (~11:)2. 

(3) 

(4) 

Поскольку '!r·Меэоны псевдоскаJшрпы (~"' = -1), то, согласно (3), (4), при сnине, 

равном нулю, т±.мезоны были бы псевдоСI{алярными частицами (~"' = -1), а V~­
екалярной частицей (~v = + 1). Таким образом nри сшше О изотопическое подобие 
т±-мезоrюв и V~-частиц исключается. 

2. Если спины распадающихся частиц равны cr, то на элементарных соображе~ 
ний ветрудно полу<шть . 

. ~v=(-1)". (5) 

В частности, при cr=i, .частица vg будет векторной. То же самое, очевидно, должно 
иметь место и для т-мезонов , если существует изотопн<Jеское подобие (в против­

ном случае т-мезоны могли бы быть ,как векторными, так и псевдовекториыми 

частицами). Следовательно, при спине 1 изотопическое подобие -r±·мезонов и vg­
частиц возможно толыю в том случае, если обе частицы явJшютея векторными. 

3. В случае изотоnического подобия т±-меэопов и V~-частиц, наряду с процес~ 
сом (1), должен иметь место распад по схеме 

(6) 

Не существует каi<Их-либо общих правил отбора, I<оторые могли бы запретить про­
цесс (6). Более того, еСJш представить себе, что распад т-мезона обуслоnJiен его· 
взаимодейс:rвием с нуклонным вакуумом, то процесс (1) для веюорных т-мезонов n. 
наннизшем порнДI{е теории возмущений будет запрещен известным прав ИJIOM отбора 
Фарри [2], тогда как для распада по схеме (5) такого запрета не возникает (наличие­
векторной или тенэорпой связи векторных т-мезонов с нуклонами компенсируется 
участием в процессе 1t0-меэона, представляющего собой третью компоненту .веi<тора 
в изотопическом пространстве). То же самое спрцnедливо и для процесса (2); в 
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этом случае нейтральной частицей, компенсирующей наличие векторной или тензор­
ной связи, является сама V~-частица. 

4. Предположение о nекторном характере vg-частицы объясняет ее стабильность 
относительно распада на два у-кванта, таiс IciO< при спине, раnном 1, таiШЙ процесс 
запрещен по теореме Ландау [8]. Кроме того, если, n соответствии с вышеизложен-

ным, приписать Vg·'IдСТИЦС ИЗОТОПИI/еС!(ИЙ СПИН 1, ее расnад На два нейтраЛЬНЫХ 
"о-мезона 

(7) 

будет таю1се запрещен. Чтобы убедиться в этом, воспользуемся разложением Клебша­
Жордана для изотопической части :волновой фушщии системы двух "-мезонов, обра-

зовавшихся в результате распада vg-частицы. Обозначая эту воJшовую функцию 
через 'I" {1,2), а изотопические части волновых функций отдельных 7t-мезопоn через 
ф'-' (1), ф'-' (2) (fl. =О, ± 1 - проысция изотопического спина 7t-мезона па ось квантова­

ния в изотопическом пространстве), можем написать: 

(8) 

f-t 

Так как для входящих n (8) коэффициентов Клебша- Жордана имеет место соотно-

шение 

то при (1.=0, получаем 
(1,011;[1.; 1, -(J..). - (1,011,-fl.; 1, [L), 

{1,011, 0;1, 0)=0. 

(9) 

(10) 

ПосiСолы<у значение fL=O соответствует нейтральным 7t-мезонам, равенством (10) 
до1сазывается запрещепность nроце.сса (7). Иное положение имеет место, если изо­
тоnичес](и/t спин V~-часТiщы равен пулю. Б этом случае в разложение 'I" (1,2) по 
произведению волновых фуи!(ИЙ отдеJiыrых 7t-мезонов войдут I<оэффициенты Клебша­
Жордана типа (0,011 ,(J..; 1 ,-!J.), для которых с~раведливо соотношение: 

(0,011,1; 1, -1)= (0,011, -1; 1,1)~=- (0,011,0; 1,0)=(1 / 3)
1
1•. (Щ 

Так как относительная вероятность w процессов (7) и (2) определяется формулой 

w = (0,011,0; 1,0)2/ 2j (0,011, fl.; 1,-р.)2, (12) 
t-t"'±f 

'ГО 1 согласно (11), 
w = ч •. (13) 

5. Резюмируя изложенное, мы приходим к СJiедуюrщш выводам. 
:а) Изотопичес1сое подобие -.±-мезонов и V~-частицы возможно в том случае, 

·если частицы обоих типов являются веiсторными (спин 1, внутренняя четностr, -1), 
п.лл если спины этих частиц больше едишщы. 

б) Если -.±-мезоны и V~-частица изотопичесiОI подобны, то, паряду с распадом 
-.±-мезонов на три заряжешiых 7t·Мезона, должен иметь место (и притом с пемень­
шей вероятностью) распад на две частицы- на заряженный н на нейтраJIЫIЫЙ 
71'-МеЗОНЫ. 

в) Если V~-частица и -.±-мезоны образуют изотопический триплет (точнее, если 
~ISОТОПИЧеСI<ИЙ СПИН V~·Чi1СТИЦЫ равен 1), ТО \/g-частица СТабИJ!Ы!11 ОТIIОСИТеЛЫ!О 
распада па дnа нейтральных 'lt"-мезона. При изотопическом спине, равном О, одна 
треТЬ ВСеХ vg-чаСТИЦ распадаеТСЯ иа ДВа 7tО-мезона. 

Б за!(Jпочепие отметим, что эксперимептальное обнаружение процессu (6) было 
<5ы веским аргументом в ПОJiьзу изотоnического подобия vg-частицы и -.±-мезонов, 
тогда I<aic дОI<азательство отсутствия указанного явления или установление факта 

расnада 11'частицы на два п0-мезона полностыо · ИСI<лючило бы та1сую гипотезу. 
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К ВОПРОСУ О СПЕКТРЕ МАСС ЭЛЕМЕI-IТАРНЫХ ЧАСТИЦ 

П. Г. f{ард 

Учитьщая актуалыюстr, проблеыы спеюра собственных масс злементарных час­
тиц, представляется целесообразным предложить новый предварительный способ 
теоретического определения собс.твеrшых масс. 

В пятимерных теориях наибольшие затруднения встречает I\оrшретное физиче­
ское истолкование пятого измерения. Румер [1] считает пятое измерение действием, 
и, полагая его зnМiшутым, прираnпивает его период постоянной Планка (сы таюке 
[2]). Согласно Родичеву [3] пяrое измерение являетсн собственным временем чи~тицы и 
предс:.авляет собой поэтому координату, канонически сопряженную с собственной 
маесои частицы. О периодичности пятого измерения Родичев не говорит ничего. 

Кажется заманчивым, используя идею Родичева, дополнить ее требованием перио­
дичности по отношеiiию к пятой I{ООрдинате, введя, таким образом, повуrо упивер­
сальную постоянную а, имеющую размерность длины. 

Рассматривая собственную массу частицы rшк оператор и считая пптую коорди­
нату s канонически сопряженпой с собс.твешюй массой, мы должны положить 

(1) 

где rn0 - оператор собственной массы частицы. Если потребовать, чтобы собственные 
функции в пнтимерном мире были периодическими функциями пятой координаты с 

периодом 27ta, то для собственных значений т0 оператора n/0 будеы иметь 

m0 = l!n f ас, (2-) 

где 11- целое число. Обозначим 

tJ. = nfac (3) 

(1шант собственпой массы) и положим 

(4) 

где m
8

- масса покоя элеюрона, е- элементарный эарнд. Тогда 

(5) 

и 

m0 = (137n/2) т8 • (G) 

Данный вывод спектра масс злементарных частиц интересен в том отношешш, 
что он дает массы, некоторые нз I<оторых весьма близки к ЭI<сперимеmалыrым. По­
лагая в (6). n = 3, 4, 8, 14, 27, находим значения масс (в электронных массах) 205,5; 
274; 548; 959; 1849,5. Эти числа близки к массам [1.7, 7t-, ~-. -r-мезонов и протона 
(нейтрона). . . . 

Масса электрона не входит в эту схему. Этому фаюу можно даrь следующее 

ИСТОЛI<Ование. Оператор nlo в (1) можно ра ссматрнвать как оператор основной' <<За­
травочной» [4 ] массы. Экспериментальные массы могут отличаться от основной на 
различные (полевые) .добавки, вообще говоря, малые. С этой точrш зрения, основную 
массу электрона приходится считать равной пушо. Тот факт, что .Фактические массы 
элементарных частиц должны отличаться от <<Зi!Травочных>> [по формуле (6)], находит 
вырал(епие также и в то~! обстоятеJiьстве, что ~-ыеэоны распадаются на два n:мeэoria; 
причем энергия распади составляет всего около 2-4 электронных масс [fi]. Это зна­
чит, что фаi<тическая. масса ~-мезона не равна в точности двойной массе. 11'-Меэона, 
как это вытекало бы из (6), по пескоJiько больше нее. АшtJюгично можно бЬIJIO бы объ­
яснить небольшве расхождения между теоретичесt<иыи н экспериментшiЫIЫМИ массами 
и в других СJiучаях. - · 

Предлаrае·мый вывод спектра масс элементарных частиц является nредвари• 
тельным: в нем ничего не говорится ни о спине частиц, ни о времени их жизни, 
ни о «запрещешiЫХ>> массах. (таковымll нужно 'считать, во-первых, отрпцатеJIЫIЫе 
массы, а, во-вторых, достаточно большие массы), ни о зарядах частиц. Чтобы учесть 
все эти разнообразные свойства. ЭJiементарных частиц, необходимо, повид1!,мому, 
ввести некоторые дальнейшие допущении. Здесь может оказаться . nолезпои идея 
Терлещ{ОГО [6 ] о <<ПолярноЙ>> структуре элементарных частиц. 
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Новая универсальная константа а, введенпая нами в кnчесrвс периода пятой 
!(ООрдинаты, должна, повид.!1Мому, иметь бол~е широкое значение, кроме связанного 
с квантованием собстnенпои массы. По всеи вероятности, та же I(онстанта должна 
играть известную роль n гипотетической дискретности четырехмерного простр<шства­
времени (см. в особешrости [7•8]). 

Автор выражает благодарность проф. А. Кипперу за ценные уi(аз;шия. 

При.ме•tанuе при rcoppercmype. После того, как" настоящая статья была сдана в 
печать, ;штору стала известна ра~,ота (0], в котарои соотношение, аналогичное (6), 
рассматривается как эмпирическии фаю, без всякого теоретического обоснования. 

Тартуссiшй государственный Поступила в редакцию 
университет 12 марта 1954 г. 
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ЗАМЕЧАНИЕ К ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ С ВЫСШИМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 

И. Х. Нуусшс 

В работах по электродинамrше с высшими производными часто оnираются на 
результаты статьи [1]. Настоящее замечание имеет целью указать на имеющуюся в 
этой статье ошибку. 

В уnомянутой статье ошибочно утверждnется, что уравневне Дирю(а и допол­
нитеJIЫIЬю условия, записанные в виде 

( R8 + 3....) tjJ =О, 
дts 

(А v,v + ] о::" с [D1--: D2J) tjJ =О, 
8 

совместимы. Здесь 

i [ <.s ] i e;s 
Rs= F crx~ Pt- с А~ +т msc2(3·•+ ft А~, 

А"'= А~+ А~1 + А~2 = ~~(ер"' (k} ехр {ikvxv} +ер: (k} ехр {- ikvxv}) dk + 
(2n) • 

+ (2~ .J (~ (k) ехр {ikvxv} + q;; (k) ехр {- ikvxv}) dk + 

+ i~l ~ k"'(B (k) ехр {l~xv} -в• (1<) ехр {-l~xv}) dl<; 
(2тс) ' 

(1) 

инде1<сы, обозначенные латинскими буквами, пробегают значения 1, 2, 3, а обозначен-
ные греческими буквами 1, 2, 3, 4·, k = (k ik), k = 1 k 1 k = (k ik) 

!Х. n' n J сх n' ' 
k = ~ (1 + a2

k
2/f•; <р"', q;"', a7i"'B- амшштуды интеграла Фурье; D1 - D-фующия при 

1/а2 =О, D2- D-фушщия при 1}a2=j=O. В действительности, операторы, встречающие­
ел в уравнениях (1), не перестановочны. Именно: 
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На первый вагляд кажется естественным выбрать систему уравнений n таком виде: 

(Av,v+ ~e8 cD1)~=0. 
s 

(2) 

В этом случае уравнения совместимы, но продольная собственная энергия электрона 
получится в виде расходящейся величины, Jrюr и в обычной электродинамике. Это 
можно интерпретировать так: в дополнительных условиях встречается только фушс­
цшr D1; отсутствие функции D2 указывает, что электрон, Iraic источниrс обьшновеп­
ного поля, влияет на внешнее поле, и собственная энергия ЭJiектрона получается 
расходнщейся потому, что собственное поле не имеет компоненты необыiшовенпого 
поля, компенсирующего бесконечность. По этой причине уравнения в виде (1) не 
годятся. 

Если nотребовать, чтобы в дополнительных условиях отражалось и влияние 
компоненты необьшновевпого поля и чтобы продольная собственпая энергия элеiстрона 
в общем совпадаJiа с собственной энергией, выведенной иэ обычной электродинамшш, 
то систему уравнений следует выбрать следующим образом: 

( Av,v + ~ r:} с [D1- D2J) ~ =О, 
s 

где 

Добавочный потенциал в уравнении Дирака А~2 значительно отли•rаетсл от нуля на 
расстояниях, меньших классического радиуса элеюрона. В этом случае продольнnя 
собственная энергия электрона выражается формулой: 

5 е2 

moc2= 32V2 Jt 2а . 
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ПОВЕРХНОСТНОЕ НАТЯЖЕНИЕ И ТЕПЛОТА ИСПАРЕНИЯ РТУТИ, СУРЬМЫ, 
ВИСМУТА И МЫШЬЯКА 

С. Н. ЗадJ.!t!КШt 

В [1] нами была дана формула, связывающая поверхностное натяжение металлов 

с их теплотой испарения: 

(1) 

Здесь а- поверхпостнос натяжение, L- мо1шрная теплота испарения, fhv/
2 

и 

f/,v- координационные 'IИCVIa частицы на поверхности н в объеме, fs и fv- число 
частиц соответственно на одну плоскую и объемную ЭJiеl(!ентарную ячейi<у, fhs- число 

соседей у частицы, находящихся па сетчатой плоскости на расстоянии r-< а (а- пе­
риод решеТiш), А- атомный вес, D- шютность, ~ и k- числа, хараюериэующие 
геометрию кристаЛJшческой ячейки, и се= 1032- постоянная д1ш всех метаJiлов. 
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Формула (1) была проверона для основных типоn металлических решеток, при­
чем вычисленные 3IIачения cr находятся в удовлетворительном согласии с опы'rными 

данными. 
В настоящем сообщении мы хотим показать, что формула (1) оказывается справед­

ливой и дJш тех немногих меташюв, которые имеют ромбоэдрическую решетку 
(Hg, Sb, Вi, As). При этом экспериментаJIЫiые значения L и cr мы заимствуем, как 
и раньше, из [2]. . . 

При вычисJiении cr по формуле (1) необходимо иметь в виду, что числа fт!s, fт!v 

и fh'vf2 зависит от величины шюского угла грани ромбоэдра, например, ! 1,s = 6 при 
а-< 60° и t1,s = 4 при ос> 60°. Очевидно, значения !г и ~ ДJIЯ ромбоэдрической ре­

шепш таЮI<е будут зависеть от ос, а именно !г= s!n ос и~= (1- cos ос) (1.+2 cos oc)'l•; s!п CG, 

так как шющадi• грани ромбоэдра s = а2 s!п ос, а объем элементарной ячейю1 

v = s}! = sa~ = а3 (1- cos ос) (1 + 2 cos rх)'/з. 

Взяв значении rx из [2] и предполагая, что на поверхности указанных выше ме­
таллов атомы расnОJюжены в плоскости граней ромбоэдров, для Hg, Sb, В! и As мы 
будем иметь следующие значения cr, найденные по форму11е (1); в сопостnвлении 
с ЭI<сnеримснтальными юшчениями: 

Таблица 

Результаты вычисления е1 по формуле (J) 

Темnе- Темnера-

МетаJiл А D 
!ШаЛ aBbltl ратура 09J(СП тура, IIPII ---

эрг fсм• 1пщеншr эрг jсм• tШ'rOf\. из-моль 
~с мерело cr, 'С 

Hg . .. . 200,61 13,56· 14,2 487 356,9 471,6 20 
Sb 121 '76 6,68 36,8 379 1380 368 750 
Bi 209,0 9,80 46,1 438 11>70 388 300 
As 74,91 5,73 7,1 91 возг. 615 - -

Из таблицы видно, что вычисленные значения cr отличаютсн от опытных не боль­
ше, чем па 5-10%. 

Повидимому, формула (1) пригодна для всех типов металJшчесю!х решеток при 
ориентировочной оценке величины I<Оэффициепта поверхностного натяжении металлов. 

Кабарщшсюiй го~ударствснный 
педагогичесюш институт 

Литература 

По с тупшю в ре да кцню 
17 октября 1953 г. 

[1] С. Н. 3 а д у м к и н. ДАН СССР, 92, 115, 1953.- [2] Справочник химика, 
тт. I н II, Госхимиздат, 1951. 

ТЕПЛОЕМКОСТЬ Г АЗА ПРИ ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР АХ 

Б. Л. Tu.мan 

В настоящей работе выясняется ВJiишше термической иоJшзацiш IЛ теплоем­
кость газа при высоких темnературах. При нагревании газа в этом CJiyчae суще:. 
ствешюе количество теnла должно р<lсходоватьсн, во-первых, на ионизацию, а, во­
вторых, на сообщение кипетичесiюй энергии образующимсн при ионизации частицам. 
Это должно заметпо повлиять на теnлоемкость газа. 

Будем с.читать, что температура такова, что п1з уже практически диссоцнироnан. 
Вместо удельной теплоеМI(Остн при постоянном объеме будем вычислять количество 
тепла, ·которое необходимо для нагревания единицы объема газа па 1° при постоян­
ном общем объеме гаэа. Эту теплоемкость будем обозначать через cv. 

Если в газе происходит термическая ионизация, то с.и можно представить в виде: 

(1): 
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г де dQ1 f dT- I\оличество теnла, необходимое для измененин внутренней энергии. 
газа при его нагревании на 1°, а dQ2 / tiT- количество теш1а, которое идет на иони­
эацию при нагревании газа на 1°, 

Внутренняя энергия И единицы объема равна 

где ti1, n2 и n.3 - соответственно число ионов, элеюронов и атомов в единице объема 
газа. 

Величина n = n1 + n3 будет при изменении температуры оставаться nостошшой, 
и равна числу атомов до иониз;щии. Поэтому 

dQ1! dT = 3/2 k [n + n1 + T(dn1 / dT)] 

(мы положили n1 = n2). Очевидно, что 

dQ2 / dT= 1 (dn1/ dT), 

где 1- энергия однократной ионизации газа. ПодставJIЯЯ значения dQ1f dT и dQ2 / dT 
в выражение (1), получим 

(2)· 
где 

1 

cv = (3/2 kT +!) (dn1 1 dT) + 3/ 2 kn 1 • 

Первый чЛен суммы в вьiраженин (2) дает теплоемкость неионизованного газа,. 

а с~ обусловлена ионизацией. 
Будем предпоJiаrать, что при изменении температуры в гаэе успевает устанав­

ливаться ионизационное равновесие. Тогда, воспользовавшись эаi<оном действующих 
масс [1], можно получить следующую зависимост1, числа ионизоваiшых в единице 
объема частиц от темnературы: 

n1 = (Vi + 4nf(T).-1) / 2/(Т), (3), 
где 

gз (2n )'/а hз 1/hT 
f (1) = 2g1 m (kT)'I• е . 

Здесь g3 и g1 - соответственно . статистическИе веса атома и иона, т- масса: 
электрона. 

1 
Дифференцируя 111 по темnературе и подставляя dn1 f dT в cv, nолучим 

с~= : .f (12lkT + 2J2) [2nf (Т)+ 1-V 1 + 4n/ (Т)] + 
. 4/ (Т) (kT) 2 1 + 4nf (Т) t 

+ .~ (kT) 2 +.21nf (Т). (kT) 2 ___: ~ (!гТ) 2 JГ1 + 4nf (Т)}. (4)' 

' . 
Иэ этого выражения nидпо, что попраВJ(а I< тепJюемкости cv, связанная с иони-

зацией газа, существенно зависит от температуры. Эта зависимость длл атомарiiОГ(} 
водорода (потенциал иониэацни 13,5 V) 1 , 
nредставлена па граqнше рис. 1. В каче- gcu 
стве n было BЭiJTO чисJю Лошмидта. S 

' . Вели'lйпа cv вычислялась n эрг 1 см3 град. 

При этом мы nользоваJшсь Jюгдрифми­
ческим масштабом. 

. Из рисупiш видно, что nри темпе-
~ 1 

ратурс окоJю 10 000° cv становитсн срав-
нимой с теnлоемкастыо неиониэовашю­
го газа. При дальнейшем увеличении 

1 
температуры веJIИЧина cv .будет возрас-

тать и при температурс 20 000° достиг­
нет максимального значения, Imтopoe 

nочти в 100 раз больше теnлоемкости 
неионизованного гаэа. НалИчие макси­
мума объясняется тем, что. при на-

о 

1 

Рис. 1. Зависимость теnлоемi<ости с v от 

темnературы (сплошная кривая); пунюир­
пая Jшния соответствует теплоемкости 

ненонизоваиного газа 

гревании газа на 1~ до достижения 
20 000° растет число ионизованных частиц, а nосле. 20 000° оно начинает убывать: 
в связи с приближением газа к nолной однократной ионизации. При температурее 
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1 • 
выше 35 000° cv приближается к теплоемкости неиопиsованного газа, что видно не-

посредственно из выражения (4). Действительно, при указанных температурах вели­

чина nj (Т) ~ 1 и поэтому, разлагая V 1 + 4nf (Т) в ряд и пренебрегая членами, про­
порциональными [nf (Т)] 2 , поJiучим, что с~= 3 / 2 nk. Это будет теплоемкость эJiектрон­
ного газа при полной одноi(ратноti ионизации. 

Для газов, потенциаJI ионизации которых меньше потенциаJJа ионизации водорода, 

тепJiоемкость с~, обусловJiеНШIЯ ионизацией, будет сравнима с теплоемкостыо неиони­
зоваиного газа уже при бoJiee низких температурах, и максимаJiыюе значение тепло­
емJшсти будет также соответствовать более ниэ1шм температурам. 

В заi{ЛЮчение выражаю благодарность И. JJ. Аптеi<арю за ценные дИСJ(уссии при 
ВЫПОJ!НеiiИИ рабОТЫ. 

Днепроnетроnсюrй горный 
ИНСТ1!1'}'Т 

Литература 

Поступшю в редакцию 
27 января 1954 г. 

[1] JJ. д. JJ а п д а у и Е. М. JJ и ф ш и ц. Статистическая физика, ГИТТJJ, 1951. 

О ПРИРОДЕ ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТИ СТЕКЛА 

Р. Л. Мюллер 

В статье, посвященной нсследоваюпо длительных процессов nоля{Jнзации стекол, 
I\осман и Паранюк [!] отметили недостаточщую обоснованность сделанного ранее за· 
ключеиия об электронной проводимости стекол, nоскольку в случае катионной nрово· 
димости не были nриняты во внимание анодные явления. Признавая далее отсутствие 
в своей повой работе решающего доказательства в nользу электронпой проводимости 
стеКJrа, Космаи и Парашок все же полагают «очень вероятным предположение о том, 
что стекло, несмотря на выполнение закона Фарадея, является не ионным, а электрон· 
ным проводнишюм и является, следовательно, втррым nосле rJ.- AgzS [2] веществом, 
для которого выnолнение закона Фарадея не является доказательством ионной про· 
ВОДИМ ОСТИ»' (1 ]. 

Прежде всего следует указать на то, что выполнение закона Фарадея у a-Ag2S 
наблюдается лишь при условии включения по ТубаНД1'У образца а -Ag2S последова­
телы-ю и в тесном контакте с образцом ионно-проводящего a-AgJ, соприкасающеrосн 
одновременно с катодом. Только при этом условии диффузия атомарного серебра в 
a-Ag2S, лимитируемая rштиошrым переносом серебра в rJ.-AgJ, согласуется с за­
rшном Фарадея. 

В 1941 г. Остроумовым была строго доказана ионная проводимость стеклообраз­
ной буры в условиях последовательного включения по Тубандту исключительно образ­
цов стеклообразной бу,ры без IЪр!И!Менения дpymnx нонно-проводящих образцов (31. Та­
ким· образом в опытах Остроумова со стеклом были исключены nривходящие явления, 
имевшисся •В опытах [2] при исследовании rJ.·AgaS. 

Исnользование катодных npocлoet{ шз стеrша (по Щукареву) для пр.едотnращенил 
депдритообразовашш при определении чисел переноса по Тубапдту также говорит про­
тив возможности электронпой проводи:r:л:ости стекол [4]. В nользу ионной проводимости 
стекол говорит мое и Маркина исследование [5], выполненное в связи с дискуссией с 
Г, Шил111ером. 

Что касается того факта, что при плотности тока 3 • lQ-1° А/см2 в течение 
З,6. 104 сек, nроисходит накопленоо зарядов пс~р·ядка нr-s А· сек/см2 и Пiри этом 
не уменьшается величипа сквозного тока через стекло, то это требует еще дополни­
тельного экспериментального и методического пояснения. Нелщя не отметить игнори­
рования !\османом химического состава исследуемого стекла. С электрохимической 
точки зрения совсем не оправдан выбор теллуровых электродных слоев при исследова­
нии электропроводности и поляризационных явлений у стекол (видимо, натриевых). 
При рассмотрении вопросов, относящихся к области эJiектрохимии твердых тел, недо­
пустимо пренебрежепие химическими изменениями, сопровождающими физические 
процессы. Надо иметь также в виду, что изучение электропроводности стекоJ! sначи-
1'елыrо затрудняется: в случае примене.ния песпределеиных и СJiожных по составу обр!!э­
цов технических стекол [6]. 

Литература 

Поступило в редакцию 
2 февраля 1954 г. 

[1] М. С. К о с м а н и Р. Т. Пар а и 10 к. ЖЭТФ, 24, 721, 1953.- [2] С. W а g n е r. 
ZS. Phys. Chem., 21, 42, 193<3; 23, 469, 1933.- [31 Г. О с т;р о у м о в. Жу:рн. общ. химии, 
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[5] Р. Л. М IO л л ер и Б. И. М а р к и н. :Журн. физ. химии, 5, 1227, 1934-
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К CIJEДEIIИIO Лl!ТОРОВ 

P\~;J.~KitИЯ )1\.":JТФ IIJIOriiT <IIJTIIJ10D ПfJH (f.1Пр~олсашr статен о rrc•rnтu fJYKOBOДCTBO· 
в~ться и~ложеrrнымrr ннже 11раrщлnю1. СТЛТЫI, ПРИСЛАННI)\Е БЕЗ СОБЛЮ· 

дЕНИЯ ПГ.РГ: 1 !ИСЛЕННЬIХ ПРАВ(1.'1. К РЛСО\ОТРПIИЮ РЕДАКЦИЕй ПРИ­
!-Н1МАТЬСЯ НЕ ИУДУТ. 

1. Стnп.и, являющнеея резулLт~пl~tи работ, лровс.:tенных в институтах, должны 
oбslЗnTeЛhtiO иметь наnрявлсчис от С<ЮтоетслJующсго НIIСТ1!Тут.з. 

2. Рсдакцня n О<ЛJбеJmостн о()риш<~ет вJrriM<J!Jиc авторов на то, что статьи должны 
Сiыть изложены с nр~дельн()й J<раткостыо, совместимой с ясностыо нэJюжс!!JtЯ, 
и QКОнчательно обработаны. Следует шбе1·nть повторения д::щных таблиц HJIH гра­
фиков в тексте статьи, а тnкже !tредстявлсння rнн:ленных резуJtътатов в виде таблиц 
н графикоn одновремен·но. . 

Статьи объемом сuыше J пец. лнста (т. е. 21-22 С11р. текста на пишущей ма; 
шинке) оообще не допускаются. К11к текст, так н гряфнческиi\ материал должны прел­
стамяться обязательно u двух экземнляrах. 

3. Статья должна иметь краn<ую ~ннотаu:ню. указывающую цель н результаты 
работы. Лннотаuия и раздел с13ьшоды» (если таково/\ имеется в стаn,е) не должны, 
од11ако, дублwровnть друг друга. .. 

4. Статьн должны бытп наnеqата.ны на пишущей машн-•1\е с одnой стороны 
листа; руко11нсные встаm<н не допуск~ются. Формульt должны быть вnисаны четко 
чернилами. Все страницы рукописи должны бьrrь n.ронумерованы. Таблицы должны 
быть напечатаны на ()Тделt>ных от текста страющах. 

СТАТЬИ ДОЛЖНЫ БЬ!Тh ОF>ЯЗАТЕЛЬНО ПОДПИСАНЫ АВТОРОМ, А ПРИ 
НАЛИЧИИ НI:СКОЛЬКИХ АВТОРОВ ВСЕМИ СОАВТОРАМИ. 

5. Во нзбеж;шне недоразумений и ошибок слелует делатh ~tсное раэлнчис 
межлу заглавными и строчнпrм11 буквами в формулах. В тех случанх, когда эаглав· 
ные и строчные буквы ОJt·ннакооы по начертанию и СУtлнчаю'!'ся только сnоим раз· 
мером (V и v, И .и и, W я w, О и о, К .и k, S я s, 1 и l, С и с, Р н р),-11~ХО• 

димо эаrлав.ные буквы nодчеркивать' снизу дву:...я черточками (наnример, _5), 
а строчные номеча_ть двумя черточкями оверху (например, s). HeoбxOJIJitмo дмаn­
рnэлнч·не между буквой С (большой), о (малоli) и О (нулем), :для "!его буквы О ·И о 

подче,ркивать двумя •iерrочками: _о и ь-=: а !\'УЛЬ оставлять беэ nодчеркива:н.ия. Нео6· 
ходимо также разлиqать бу1tвы · 1 и J, nля чего в рукописи буо<ву 1 nисать каt< 
римскую единюtу с rочкой вверху. Греческие буквы должны nодчерJ<ив.аться красным 
KЭIJ<l!Iдauюм. ВеК'ГОрh! nодчеркивать сиИ'И·М или черНы\1 карандашоr.<. 

6. Подстрочные nримечании дмжны иметь сnлошную нуме.раuию no всей с.татье. 
Uитнруемая литсrатура должна даваться Hf в виде nодстро•niЫХ nри.мечани!l, в 
oбl.l.l)!м списком в конце ~Til'!ЪH, с укаэRнием D тексте статпи ссыл1<и порядковоl\ 
nифpoil над строкоil, в nрямых ско!Жах (например, [!]). Цитируемая литература 
дoJIЖJLa быть оформлена в следуюшем лоrядке: а) для журнальных cтareil у:каsы­
ваю'Г:я ЯIJИщJалы и фамилИ'!I авторов, иаэванне журнала, комср тома (nодчеркнуть 
сниву), страница и год; б) для кн:иг надо указывать иНJщиалы и фаJ'#ИЛИ!!! авторов. 
по.п.иое н.аsвание книгн, гм и место .издания (для к.ниr кностра1щогЬ п-роисхажде· 
ння- указывать дан.ные русского nеревода, если таковой имеет<:я). 

7. Все риеунК:и н чертежн должны быть п·редставлены отдельно crr рукоnиси 
. и ни ,в коем CJJyчae не дол·жны приКJ!еиваться к ораrиналу. Рисун.Юf желательно ·снаб­
жать тразъясняющими nодnисями, которые должны быть собра.ны на отдельном листе. 
На обороте 'РИС)'fl'ков должиа быть ук.азана фа.мил:ия автора, наз.вание статьи и н<»~ер 
рисунка. Надписи .на рисунках следует no .вооможн.ости замеsнять цифрам'!! или бук­
венными ~н.ачеюrями n оодnиси :к рисунку и1t11 в тексте. 

Р~дакция просит а·второв ограничиваться ми.иималЫJым чи<:Лом рисунков 

к статьям. 
8. PeJJ;a'К!IU!я лросит авторов отмеqать на nолях pyu<omrcя м&та, которые М'Оrут 

быть набраны neтlf'I'<\М. 
9. Редакция nосылает автору одн.у корректуру. Изменения и iп.оnолнения в 

тексте не доnускают<:я. Корректура с nодлисью автора дмЖJна быть 13Ы<:Ла.на обратно 
в редакпию в течение суток с момента ее nмучення. 

1 10. К руткопион должен бытп '11риложен точный адрес, фамилия, им~r :и ()Т<Iестао 
авrора, а тахже Н'Омер телефона, служебного .или дом.аш.него (д.л,я ав1"0ров, прожн· 
вающих тВ Москве). 

11. РУКОПИСИ, НЕ ПРИН51ТЫЕ РЕДАКЦИЕй, АВТОРУ НЕ ВОЗБРА 
ЩАЮТСЯ. 

Адрес тре.дакцин, Москва, Подсосе.нскиА: nep., д. 21, Иэд-ео АН СССР. 
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