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~u. 8 7 ЖУРНАЛ 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЙ И ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
том 28 19i'i5 Вh!П. -l 

МАГНИТОСТАТИКА С ФЕРРОМАГНЕТИКАМИ 

В. Н. C!(Oбeлlcufl и Р. Н. Соло.Ю(D 

Форыуюrрустсн н nбпсrrовывастсн n~prrnщrorшый rrрншшн в ~rarrrrrтocтiiT!I/iC с 
фcppOЫD!'!!CT!I!(D'МII В I!OJIC TUI(OA. Дастr.н ПрЯМОЙ MCTOI\ IICC.'!CJ\OAЩШl ЬHIГ!!JITIII>IX 
полей n общем случае rrcлинciirroii заrтснмостн мапштrюй IIJЮШщпсмостн от ппrrрн­
жсmюстн магrrнтrюr·о поJiя. 

Настоящая работа посояшена решению общей задачи магнитоста­
тики с ферромагнетиками в поле токов. 

Пусть в пространстве имеется замкнутан магпитостатическая си­
стема, содержащая n конечных ферромагнитных обJшстей V1, 11~, ... 
. . . , V", ограниченных поверхностями S 1, S 2 , ••• , Sn, и т I<онечiiых 

<Jiоб.'Iастей токов lu1 , w 2 , •.• , С!)т, ограниченных поверхностями cr 1 , cr 2 , ••• 

1"· .. , сrт; в областнх w; однозш!ЧIЮ заданы г.Iапштные проницасмости 
@11 (Н, х, у, z), при этоы индукция В связана с rшпрнженностью пОJIЯ 
~Н соотrющением В= tL Н; в обJrастях ы1 задапы распределения плот-
ености тоi<Ов j1 (х, у, z), удовJ!(~Творяющих усJювию div ji =О; вне фер­
ро:-.шгнетиков fL = 1 (пользуе;-.rся абсолютвой системой единиц). 

ОпредеJiенной таким образом системе соответствуют следующие 
фи::>ические ycJiouия: 1) ферромагнетики изотроrшы; 2) !L оnределяется 
из кривой на;\I<J.гничивания; 3) ферромагrrитнLrе тела могут быть неод­
нородllЫ;\IИ по своим магrштныи свойствам. 

Задача состоит в опредеJrении поля магнитной индукции В системы. 
Уравненин Максвелла, которым удовлетворяет поле i\!агнитостати­

LJ~{\\й системы, имеют вид: 

IJ;t • 0 Io1.H=-J; clivB= ; B=tLH, 
с 

при этом на поверхностях s разрыва парю.н~тров }L и j доJrжш,! выпол­
rrяться с.ТJедующие граничпr,rе условин 1 

гдl' Н,- тангенциальная I<О!Iшонснта · поля Н, а Br, -· нормаJiьная к 
новерхности S l{омпонента ноля В. 

Интегрирование уравнений Максвелла при дашrых граничных усло­
вИях представJrнст непреодолимые тру дrюсти [1•2] из-за неJrинейной 
связи В с Н. До настонщеrо вреиени, исключая случаи тора и элJrи­
псоида, магнитостатичесl{ие задачи рассматривались лишь дJIЯ идеали­

::;ированных ферромагнетиков l3J, для l{ОТорых f1 = const и.'Iи f1 = оо. 

l ·сим вод [А].~= О определяет разность значений параметра А по обе стороны 
rюверхности разрыва s. 
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1. Вариационный принцип2 

Для решения по·ставленной задачи целесообразно и;ходить не и~ 
уравнений Максвелла, а положить в основу не:которыи вариационньш 
принцип, :который формулируется следующим образом. Среди всех воз­
можных соленоидальных полей магнитпой индукции для действитель­
ного поля замкнутой магиитостатической системы сумма Е ее магнит-

. ной энергии 1\7 и потенциальной функции токов и имеет наименьшее 
значение. 

Математическое выражение припципа сводится к уравнению 

(1} 

при условии 

divB =О. (2} 

Здесь 
в 

W = ~ wd V = ~ ( 4~ ~ Н d В) d V, 
H=li=O 

(3} 

г де w- плотность магнитной энергии поля, d V- элемент объема (ин­
тегрирование по объему распространяется на все поле системы); 

lt 
1 т \ 1 т \ 

и=--с~ ~Фdl=--c] ~Ф}1ds, ( 4}. ' 
1=1 0 i=lSt 

г де / 1 - полный то:к 3 области U!t, ds- элемент поверхности, нормаJJЬ­
ной :к }, Ф- поток индукции В через поверхность, охватываемую Iшн­
туром }. Физический смысл функции и состоит в том [1], что работа 
попдерамоторных сил магнитного поля при виртуальном изменениw 

поля равна убыли функции U. Из (1) и (2), в частности, следует урав­
нение Максвелла: 

4п rotH = -1. 
с 

(5) 

Применение прямых методов для решения уравнения (1) при условии 
(2) дает наибольший эффект для систем плоскопараллельных и с осе-

' 
1 

вой симметрией. Поэтому Б дальнейшем рассматриваются только та­
кие системы. 

1. Система с осевой симJi!rетрией 
Примем ось х за ось симметрии магнитастатической системы в 

цилиндрической системе координат r, &, х. 
Пусть Ф (r, х)- поток магнитной индукции через I<руг радиуса 

r = V у2 + z2 Б плоскости х = со л st. ПоJюжим 

В. =-1_дФ. В =--i_дФ. 
.~ 2пrог ' г 2пгдх ' (б) 

В, определенная из (6), удовлетворяет усJrовию (2) тождественно. 

2 Вариационный принцип и его обоrноnание, открыnающие nозмО/IШОсть ИССJJе­
доnания магнитных полей прямыми методами вариационного исчислсiшн, даны одшш 

·ив anтopon (CJcoбeлJ<иlm.o/t). 
3 ЕсЛи область токов rol представляет катушку, то Il соотnетствует ампер-nит­

I\ам, а s- площади сечения обмотки, определяющей ампер-витки. 
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Для системы с осевой симметрией 

Е= w--L 2'it1·drd.x ~ ( 1 'ф) 
27tc r · (7) 

Подинтегральное выражение в (7) 

L = 2ц(w- ~iФ) 
21tC 1' (8) 

является лагранжиапом для магпитостатической системы с осевой 
симметрией. Используя тождество 

(9) 

и выражая flo через В2 (например, пользуясь kривой намагничивания), 
Р· =В/ Н= р. _(В2), представим (8) в виде: 

в• 

L = 2~'rC~ ~ 2~~;2)- 2~/~) = L (i, r, Ф, ~~, ;~~)), (10) 
о 

где, как это следует из (6), 

В2 
= 4;2r2 [(~~у+ c~~YJ~. ~11) 

Условие минимума Е приводит к уравнению Эйлера для каждой 
области с дважды дифференцируемой функцией потока Ф: 

дL д [ дL ] д [ дL J 1 . 1 дН, 1 дНх 
дФ- д.х д (дФjдх) - дr д (дФjдr) =-с 1 + Lш дх - lm дr =0.(12) 

Из (12) следует (5). 

В этом случае 

дФ 
Вх = ду ; 

2. П л о с к а я сJи с т е м а 

дФ 
Ву=- дх; В2 = (дФ)2 + (дФ)2 

д.х дr ' 

(13) 

Уравнение Эйлера, соответствующее условию минимума Е, имеет 
вид: 

дL _,!!__[ дL J-_i_[ дL ]=-~ . __ 1 анУ __ 1_,анх_ 0 дФ dx д (дФ(dх) ду д (дФ/ду) с 1 1- lt1t ~.,ах ;47t д у - ' 

откуда следует (5). 
Для лагранжианов типа (10) и (13) существует сиJrьный минимум 

соответствующих функцианалов и имеет место теорема единственности, 
что дает возможность построить минимизирующую последовательность 

Ф1, Ф2 , ••• , Ф11 , ••• , сходящуюся по методу Ритца к истинному потоку 
Ф, если определена полная система функций для данной магиитоста­
тичесr{ой системы. 

Одним из существенных преимуществ прямых методов решения .~:~а­
гнитостатических задач на основе вариационного принципа является 

явное отсутствие сложных пелинеИных граничных условий 

[ ~ B."]s~ = 0; [Вп]81 = 0, (14) 
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имеющих место при решении тех же задач на основе уравнений Макс­
велла. Уравнение div В= О для всей замкнутой системы приводит к 
единственному линейному условию для функции Ф на nоверхностях 
разрыва Si: 

[Ф]si =О. (lБ) 

Действительно, условия [B 11 ]si = О являются следствием (15). Рас­
сматривая задачу определения В из вариационного принципа (1) при 
условии (2) как разрывную задачу вариационного исчисления 2-го рода 
[ 4] и определяя известными методами соотношения на поверхностях 

разрыва, получим, что условия [ ~ в.,.]= о на поверхностях разрыва 
для действительного поля выполняются тождественно. 

2. Построение полной системы функций 

Разобьем магпитостатическую систему на области о, в каждой из кото­
рых параметры 1-'· и j не претерпевают разрывов, в частности, пересе­
чения областей V и ro образуют области о. Далее предположим, что 
на векоторой поверхности Г, охватывающей магпитостатическую си­
стему, nоток магнитной индукции Ф = О. Такое граничное условие 
всегда имеет место па бесконечности для замкнутой магнитастатиче­
ской сИстемы. В случае полностыо экранированных систем, ко г да 
можно nренебречь рассеянием потока во внешнее пространство, усло­
вие Ф =О выполняется на внешней поверхности экрана. 

Построим посJrедовательпость функций, удовлетворяющих гранич­
ным условиям (15), в которых допускается возможность разрыва про­
изводных на границах областей а. Такую систему функций назовем 
полной о-системой. 

Пусть 
(В) (а) (В) 

Cfl ' <?2 ' . ' . ' q; ll ) • • • 

-полная система фущщий, определенная в областях о, 

ющая условиям (jlj~> =О (k = 1, 2, ... ) на поверхностях 
ваюi.цих области о, и 

ш ,,, tl! 
т 1' f2' • · • ' тn, • · 

(16) 

удовлетворн­

Sа, ограпичи-

(17) 

- поJJная система непрерывно дифференцируемых функций, опреде­
ленных в области, ограниченной поверхностью Г, и обращающихся 
в нуJJь на этой поверхности. Тогда можно поr<азать, что совокvшюсть 
фуНКЦИЙ {r.pk

8
), ~1<} представляет ПОЛНУЮ О-СИСТему. • 

Для простоты рассуждений ограничимся случаем, ко г да обJшсти 
о определяются двумя координатами, например: r, х (система с осевой 
симметрией) или х, у (плоскан система). Пусть Ф- тобая функция, 
удовлетворяющая СJrедующим условиям: 

1) Ф опредеJJена и непрерьшна вместе со своими первыми произ-
водными внутри rшждой области о; 

2) на границах областей о выполняется условие (15); 
3) Ф = О на поверхности Г. 
Представим Ф в виде суммы двух фушщий Фа и EJ, г де Фа- не­

прерывная вместе со своими nервыми производными функция внутри 
каждой области а, обращающаяся в нуль на границах а, а 8- не­
прерывная вместе со своими nервыми производными функция в об­
ласти·, ограниченной поверхностью Г, и обращающаяся в нуJrь на Г. 
Такое представление все г да возможно, если границы областей о я в-

--.:..iil 
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ляются ГJiадкими. Один из возможных способов такого представщ~нин 
СВОДИТСЯ l{ СЛедующему. 

Построим семейство прямых линий х = const, и пусть М1 (х), 
м2 (х), .... 'м!~ (х), г де k =!г (х)- точки пересечения 1 границ об­
ластей о и nоверхности Г. Каждой таrюй прямой поставим в соответ­
ствие интерполяциошrый поJrипом Р(х, у) относительно у, который 
совпадает со значениямиФ в точках /111, М2 , • •• , М1~. Тогда G=P(x, у), 
а Фа= Ф- Р(х, х), где Р(х, у)- непрерывная вместе со своими пер­
выми производными функция в области, ограниченной поворхностыо Г, и 
обращающаяся в пуJrь на Г,. 

Так как {'.р\~1} - полная система функций в области о, то Фа вместе 
с первыми производными равномерно аnпроксимируется линейной 

комбинацией из !fk81 е вместе с первыми производными равномерно 
аnпроксимируется Jrинейной комбинацией из ~~~. а тогда Ф = Ф0 +Н 
вместе с первыми производными равномерно аппроксимируется ли­

нейной комбинацией из rp~a) и ~~~~ откуда следует, что совокупность 
{~);'iJ, 'fl~} образует полную о-систему. 

Таь:им образом задача построения полной о-системы сведена к за­
даче построения полной системы функций rp\~ 1 и ~lt· Принципы постро­
ения подобных полных систем известны [5•6]. 

Приведем полную о-систему к нормальному виду, длн чего обра­
зуем новую посJrедователыюсть функций 

определенную во всей обJiасти О, охватываемой поверхностью Г. 
ПоJюжим 

Ч!cn-I)(P+It)+l~ = 
О вне области о1,, 

(18) 

'Уп(р+l) = ~"' 

г де р- число областей о магнитостатичесJ{ОЙ системы. Нумерация 
ведется для каждого фиксированного n, начиная от n = 1 по k = 1, 2, ... 
. . . , р. Таким образом система функций (18) является полной нор­
мальной системой. Любая функция Ф, удовлетворяющая условиям 
1)- 3) раздела 2, аппроксимируется вместе с ее первыми производ­
ными линейпой комбинацией из 'F1,, при этом Ф может допускать раз­
рывы провзводных на границах областей о. 

В частности, поJrьзуясь теоремой Вейерштрасса о равномерной 
аппроксимации непрерывных фушщий полиномами, можно показать, что 
в общей задаче магнитостатики полная система функций (18) опреде-. ~~ ~ 
шrется следующеи пос.ТJедователыюстыо <fn и тп: 

~1 = q, ~2 = qx, ~а= qy, 'f4 = qz, ~s = qxy, 
'fa = qxz, ~7 = qyz, 'fs = qxz, .... ; 

(дJ~) (8JL) (8JL) (IJJ~) 
'f1 = q81,. 'f2 = q"Jtx, Сfз = qa1fl· tp,t = qs!Lz, 

4 Вовможно, что при этом часть границ областеti В окажется па прямо~, одншш 
всегда можно выбрать такое направление прямых, когда границы областеи В пере­
секаются в конечном числе точек. 
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где q
81
/x, у, z) =О есть уравнение границы области а,/, а q (х, у, z) =О 

есть уравнение границы Г области О. 
Производя соответствующим образом замену переменных х, у, z, 

можно построить другие полные системы функций, например, триго-
нометрические полиномы. 

3. Прямые методы определения потон:а магнитной инду1щии 

Представим фушщиrо потока Ф в виде: 

11 

Ф11 = ~ alt 'Р',1 , ( 19) 
lt=l 

где 'Yh- полная нормальная система функций, а ah- постоянные ко­
эффициенты, зависящие от n. 

Фп тождественно удовлетворяет граничным условиям (15), поэтому 
Фп следует рассматривать как n-oe приближение вариационной про­
бJJемы по методу ·Ритца [5]. Задача определения п-го приближения 
для Ф сводится к интегрированию лагранжиана L по всей области О. 
Подставляя Фп и частные производные от Фп по координатам в L и 
производя интегрирование, получим 

Е= Е{атt}. 

У еловне минимума Е приводит к системе трансцендентных уравнений 
для определения а11 

дЕ 1 даh =О. (20) 

Введем в рассмотрение компоненты потенциальной функции токов, 
определяемые следующими соотношениями: 

(21) 

Тог да n-oe приближение для потенциальной функции токов и пред­
ставится как линейная комбинация из tth: 

11 

ип = ~ rf.тtUJt· 
h=l 

Система (20) при условии (22) примет вид 
дW'I дrx,t =- Uit (k = 1, 2, ... ' n). 

(22) 

(23) 

Из (23) видно, что неизвестные коэффициенты rx11 являются функциями 
щ (i = 1, 2, ... , п). Это означает, что поток Ф определяется при данной 
геометрической конфигурации магнитастатической системы исключи­
тельно через компоненты LLJt потенциальной функции токов и. Рас­
сматривая а,~ как функции и1, продифференцируем (23) соответственно 
по и,~. Получим 

(24) 

Система (24) является системой линейных уравнений относительно 
дщ 1 дuh, которую следует интегрировать методом nоследовательных 
приближений с начальными условиями IX.fг =О при u1 =О. Последние 
условия выражают равенство нулю потока магнитной индукции в отсут­
ствие поля токов. В частном, но практически важном случае, J{ОГда 

- ' 



Магнитостатика с ферромагнетиками Э91 

плотности токов всюду одинаковы, ak можно рассматривать каr{ функ­
ции j. ДействитеJrыю, из (21) следует 

fll 

щ=(-+~ ~Ч'~t(s)ds)J=~j, 
1=1 Si 

где 

- 1 ~ \ 
щ, =-с .LJ ~ 'Yп(s)ds, 

1=1 s1 

(25) 

11 

Ип = j 2j a,Ji,,. (26) 
k=l 

:Введем понятие удельной потенциальной функции токов, отнесенных 
:i{ единице плотности токов 

"Тогда 
n 

Ип = 2j Cl.hU/1, 
1<=1 

(27) 

(28) 

т де Uh следует рассматривать как компоненты у дельной пQтенциальпой 
.фуrлщии токов. Система (24) в этом случае примет вид: 

ll 

"' д2W doc1 -
LJaoc дос dj =-tL (k=1,2, ... ,n). 
i=l k 1 

(29) 

Приведем систему (29) к rюрмаJrыюму виду, для чего введем якобиан 
.системы 

D = D(~~, ~~, ... , ~~) / D(o:J, 0:2, ••• о:п). (30) 

Якобиан (30) не равен нулю тождественно. Действительно, если бы 
якобиаrс (30) тождествешю исчезал, то а1 , а2 , ••• , «п были бы фушщио­
нально связаны, что противоречило бы определению поJiноты системы 
функций Ч'1 , Ч!2 , ••. Разрешая систему (29) относительно производпых, 
лолучим 

(д1V дlV дW дW дW) 1 
D д-' -д . ' ... 'д--' И, d-' -' ... ' -d. D (o:l' о:2' ... ' о:п) 

. 1Х1 а2 al-1 ocl-l-1 ос,! 
(31) 

.Обозначая 

- (дW дW дl\7 - дН7 дW)/ D1 = D -d. , -д-, ... ,-,-, И, -д-, ... , -д- D(o:l, 0:2, ••• , ап), (32) 
ос1 а2 oai-l al+1 o:n 

ЛОJIУЧИМ 

dai 1 dj = -Д 1 D. (33) 

Интегрируем систему (33) с начальными условиями а1 = О при } =О. 
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Применяя метод последовательных приближений и приниман в качестве 
нулевого прибJшжепия ~Х\0) =О (i = 1, 2, ... , n), получим 

j -· 

аР) = - ~ ( d )о dj; 
о 

(2) t ( l5 i ) d ·. 
ai =- J D 1 J, 

о 

j -

a)m) =- ('(Di j' dj, 
J D т-1 
() 

............. ' 

r де (Di 1 D)11 = Di / D при а;= сх.\ 11). 
Истинное зпач.ение а; определится как предеJI последователы-юсти a}m) 

при неограничешюм возрастании т. 

Метод, подобный изложенному, можно примепить и в случае, ко г да 
j = j (х, у, z). 'Для этого рассмотрим систему уравнений 

дW 1 дr~.lt =- ).UJt (k = 1, 2, ... , п), 

где ). - пекоторый параметр; изменшощийся от нуля до единицы. 
Дифференцируя (34) по Л, ПОJiучим 

/1 

"" д2fj7 дсt.; 
..LJ дrх. дrх. дл = - u,t, 
i=l lt 1 

откуда 

Обозначая числитель (36) через D;, найдем 

л D. 
1/.i = - ~ ( ; ) dJ.; 

о 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

при ), =О, CJ.i =О. В (37) а1 зависит от ).. Применяя метод последо­
ватеJJЫIЫХ приближени.й, получим 

~ D 
<~:)1) (Л)= - ~ ( ~)о dl.; 

о 

л 

а\2 ) ().) =- ~ (~ \ dl.; 
о 

•••••••••••• 1 • 

.~· 



Магнитостатика с ферромагнстикаын 

Пределы посJrедователыюстей 11.;, когда rn -> оо, дают истинные значения 
r:~.; ().), удовJrетворяющие системе (34). 

Совакушюсть 11.;, удовлетворяющая системе (23), поJiучится пр н 
/, = 1. 

Корни ос; системы (20) определяют n-oe прибJiижение потока магнитпой 
индукции Ф", а истинное значение потока получится как предел Фп 
при n-~ =. 
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ТЕОРИЯ РАССЕЯНИЯ В КВАЗИКЛАССИЧЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 

И. И. Гольдмаu и А. Б. Магдал 

Дан метод нахождения nол1ювой функции и фушщии Грина для трехмерных 
:задач в квазиклассичес!(ОМ прибJшжении. Идея метода иллюстрируется на задаче 
·о надбарьерном отражении. 

1. Введение 

В задачах о рассеянии квазиКJiассичесrюе приближение обычно 
·используется для вычисления фаз, соответствующих различным 
:угловым моментам частицы. Такой метод применим только в случае 
·централы-юга поля. 

В настоящей работе показано, что волновая функция может быть 
•найдена без предположения о центральном хараrстере потенциала поля, 
если известны траектории классической задачи. 

Квазиклассическое приближение, хорошо изученное в одномерном 
случае, дает, как известно, не точное разложение, а асимптотический 
·ряд по параметру квазиклассичности ~ (~ = ~ 1 l, г де 1\ - длина волны 
частицы, l- длина, .характеризующая ход потенциала). Квантовые эф­
·Фекты, экспоненциально убывающие с уменьшением ~. не могут быть 
получены ни в каком приближении этого асимптотического ряда, так 
·как ошибка асимптотического представления превышает искомый эффект. 

Рассмотрим, например, задачу о вычислении коэффициента отражения 
-от потенциального барьера V, ко г да условие квазиклассичности выполнено 
во всем пространстве (r{Инетическая энергия ни г де не обращается в ну ль). 
Нетрудно видеть, что ни первое, ни следующие приближения по ~ не 
·Содержат членов, соответствующих отраженпой волне. Аналогичные 
вопросы возникают и в трехмерной задаче. Например, в том случае, ко г да 
отклонение па большие углы запрещено в классической механике, 
рассеяние на эти углы экспоненциально убывает с уменьшением ~ и не 
может быть найдено при помощи асимптотического разложения по ~-

В настоящей работе дан метод улучшения квазиклассического при­
·ближения, который позволяет найти решение упомянутых задач. Этот 
метод состоит в следующем: волновая фунтщия задачи записывается 
в виде ~ = ~о + ~1. причем t\Jo -обычное квазиюiассическое решение; 
.для ~ 1 получается пеоднородпое уравнение, решение которого находится 
при помощи функции Грина. В работе уr<азано, как nолучить прибли­
женную функцию Грина, если известны траеr<тории ь:лассичесr<ай задачи. 

2. Одномерная задача 

1. Требуется найти решение уравнения Шредингера 

~" + k2 (xH =о, (1) 
k2 =2[E-V(x)], m=1i=1, 

..Qписывающее отражение от nотенциалыюга барьера V (х) при условии, 
что во всех точках выполняется условие применимости rшазиr<ласси­
·чесrшго приближения (d'li. 1 dx < 1). 
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Решение задачи можно искать в виде: 
iS 

~о= Ае . 
Функция S удовлетворяет уравнению 

S' 2 -(А" 1 А)= k2
; А= Vk;;/Si. 

395 

(2) 

(3) 

Уравнени: (3) есть точное следствие (1) и (2). Считая А"; А маJIОЙ 
величинои и находя S методом последовательных приближений получим 
(для частиц, идущих слева) ' 

х 

<?о= VkJk ехр {i ~ kdx} {1 + ~F1 (х) + ~2Р2 (х) + ... }, ( 4) 

г де ~ = Т../ l - параметр квазиклассичности. 
Решение ( 4) при х----+- оо не со­

держит членов вида e-ih,x ни в каком 
приближении по ~. что соответству­
ет отсутствию отраженной волны. 
Для нахождения коэффициента от­
ражения положим ф = ~о + tf1 , г де 

·s -- ;r 
'fo = Ае' , А= V k0 / S', S = ~ kdx. 

Подставляя эти выражения в (1 ), получим 

Рис. 1 

Пусть известны два линейно независимых решения 91 и 92 уравнения 
(5) без правой части, тог да 

х 00 

'f1(x) = 1 {ср1 (х) ~ cp2 (x')f(x')dx' + ср 2 (х)~ <p1 (x')f(x')dx}, (6) 
-оо .\" 

г де А - определитель Вронского: А = q:-1cp~- ер~ ср2 • Положим, что 
q;

1
-+ eih,.-.: при х __,.. + оо, ср 2 -> e-ih,x при х-+- оо; тог да волновая функция 

имеет требуемый асимптотический вид: 

. +со 
e-tlt.v С 

~~ = ~о + '~1 = ett,,x + -д- J <?11 dx' (х-+-оо ), 
-ro 

-1-оо 

'f-+ ellt,.-c [ 1 + i ~ cp 2f dx] (х-++ оо). 
-оо 

Коэффициент отражения дается формулой 

-1-а:> 

R = J i ~ о/1! dx \
2 

• 
(7) 

Так I<ак А = const, вычислим !1 при .х-+ оо. Функция '?1 при .х __,_, оо 
имеет вид ell,,s, функция же ср 2 в силу малости коэффициента отражения 
приближенно равна 

Отсюда следует, что 1 А 1 = 2ko· 
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Для вычисления интеграла в формуле (7) можно использовать для '.Р 1 
тшазИJ{лассическое выражение в первом приближении. Лешо видеть,. 
что уточнение ср1 приводит J{ маJIЫМ поправкам в R (порядка ~). Поэтому 
выражение дJIЯ R имеет вид: 

+са 

R = ~~~2 \ ~ A"Ae2iS dx \2. 
О -ro 

(8) 

2. Для вычисления интсграJrа в формуле (8) следует перейти к интег­
рированию в комплексной плосi{ости. Предварительно сдеJrаем следую­
щее преобразование: 

·!-са -!-m 

l= ~ A"Ae2i5 dx=A'Ae2isl::--- ~ (A'A2iS' +A'2)e
2
i
5 dx. 

-оо 

Первый член обращается в нуль, так как V' __,.О при х -> ± оо. Второе 
слагаемое под знаком интеграла мало по сравнению с первым в силу 

кнази!{Jrассичности задачи. Выражая А через S', получим 

(9}' 

Интегрирование в (9) удобно производить в комплексной плоскости. 
Интеграл по бесконечной полуокружности в верхпей полуплоскости 
равен нулю, так как при х_" оо S(x)_" + kx. Таким образом задача 
сводится J{ исследованию особых точек подинтегрального выражения (9). 

3. Трехмерная задача 

1. Найдем выражение для волновой функции в квазиклассическом 
приближении в трехмерном случае. В волновом уравнении 

~Ф + 2 (Е-·· V (r)) ф =О 

сделаем подстаповку ф = Ае15 , где А и S- вещественные функции. 
Из условия обращения в нуль мнимой части получаем div(A 2'VS) =О 
или 

(10) 

где интегрирование проводится по замкнутой поверхности. Приравниван 
нулю действительную часть, находим 

(~А/А)"- (vS)2 + k2 =О, !г 2 = 2 (Е- V). 

Условие применимости квазиклассического приближения закшочаетсн 
в малости первого члена ~А/А. Пренебрегая этим членом, поJrучаеы 
длн S уравнение Гамильтона- Якоби классической механики 

('VS)2 = 2 (Е- V). 

Если известны траектории для этой J{лассической задачи, то 
г 

s (t•) = ~ kdl, (11} 

причем fl = V2 (Е- V) и интегрирование производится вдоль класси­
ческой траектории. 

.. 1 
'~ 
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В дальнейшем нам, понадобится rшазиюrассическое выражение для 
g1упкции .. Грина О (rr ). Квазиклассическое выражение для О 11южет 
оыть паидепо, если известны классические траектории, выходящие из 
точки r и приходящие в оr<рестность точки t·'. Тогда О= Acis, где S 
определяется выражением (11). Значение А можно найти ecJrи восполь­
зоваться формулой (10). Поверхность интегрирования 'должна быть 
выбрана так, чтобы она ограничивала nучок траекторий, идущих 
из точ1ш r внутри бесконечно малого телесного угла и приходящих 
в окрестность точки (. Вдоль такой поверхности дS/дп обращается 
в нуль, так как дSfдn есть слагающая импульса, нормальпая I{ тра­
ектории. Отсюда находим, что А2 (rr') k (r') dj(r') не зависит от r' 
{dj-; полеречное сечение nгша траекторий), и, следовательно, при 
r _". r (длина траектории стремится J{ 

нулю) А 2 имеет особенность вида 
а/ 1 r- r' /2

• Постоянная а должна 2 ===:::;?Z.z~ 
быть выбрана равной единице, чтобы 
при r->- r' 

0->- cilt 1 r-r'l /1 r- r' \. 

При такой нормировке А = ..1.0----------~-~ 
=Vfk (r) 1 k (r')l d<t) 1 dj(r)(d(J}-элe-
1\Ieнт телесного угла пучка траек- Рис. 2 
тории вблизи r). 

Если имеются две или нeci<OJJЬI<O траеi{Торий, соединяющих точiш 
r и r', то, как следует из приш~ипа суперпозиции, функция Грина равна: 

о "А 151._ 
=L.J ,.,е , Ал= Vf k (r) 1 k (r')J (dro 1 dfJ1 •• : 

.г де знак /, означает номер траектории. 

(12) 

2. Перейдем к нахождению квазиклассических волновых функций дJrя 
задачи рассеяния, имеющих асимптотический вид eik,•· + .!___ cil<,r. Чтобы 

/" 

найти такие волновые функции в квазиклассичесн:ом приближении, 
необходимо знать I<лассичесиие траектории, идущие из бесконечности 
в направлении вектора k 0 • Соответствующие волновые функции 

"' ;sл имеют вид ~k, = ..::...~А'.ле , где сумма распространена по различным 
·траен:ториям, приходящим в данную точку из бесконечности. 

РассмотрИм асимптотичест<Ое поведение ~1с, (r). При r + = вдоль 
неrюrорого направления, характеризуемого единичным вектором n, А',, 
.Убывают паr< 1/1'. Ист{лючеr-ше составляет один член (). = ).0), соответ­
ствующий частицам, проходящим да.тrет<О от рассеивающего центра, для 
которых сечение трубr{И траекторий и величина импрrьса постоянны 
(рис. 2). В этом CJryчae при указанной нормировке ·~1с, имеем А' л, = 1. 
·СогJшсно (10) для остальных), при r-+ оо А'л = V dfofdfл, где dfo- сече­
ние пучка траекторий при k0r _, - оо, d fл = г2dD, dD -- телесный угол 
рассеяшrого пучка. Очевидно, что dj0 1 dQ = cr1, -классическое диф­
ференциальное сечение. Таким образом А'л для),=/= ),0 равно А'л= (1jl·)V сrл· 
Волнаван функция при г_,_ оо состоит, каJ{ и доJrжно быть, из суммы 
двух членов: плоской волны (траектория /. 0) и расходящейся волны 

(13) 

г де сrл- рассчитанное для траеюории типа ), юrассичесl\ое дифферен-
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циаJrыюе сечение, а 1'л, как следует из ( 11 ), равно 

Сfл = ~ k dlл- k0 ~ dl"' + '~л ; • (14) 

Второй интеграл берется вдоль двух лучей: из- оо вдоль k0 до нуля 
и от нуля до оо вдоль n; бесконечности в каждом из интегралов вза­
имно уничтожаются. ИнтеграJr по лучу, параллельному 11, возник из-за 
выделения множителя eilcr, тогда как интегрирование вдоль k0 возникло .. 1 

из-за умножения ~-функции на множитель, приводящий фазу плос- ·~ 
кой волны к нулю при r =О. Последний чJrен в формуле (14) обуслов-
Jrен следующим обстоятельством. В трехмерпой задаче квазиr{Jrассиче-
ское приближение оказывается неприм,енимым вблизи тех точеr< пучка 
траекторий, где сечение пучка обращается в нуль (А-+ оо) 1 . 

Можно убедиться, что при переходе через такую точку появляется 
дополнительная фаза, равная- т;j2. В (14) vл- число таких точек на 
траектории типа ) .. 

Согласно (13) сечение рассеяния обращается в нуль для углов рас­
сеяния, недостижимых для юшссической механики. Амплитуда рассея­
ния для этих углов может быть получена методом, аналогичным ис­
пользованному в задаче об отражении от барьера. 

3. Будем искать волновую функцию в виде 
~=~о+ ~1. 

г де ~о = .L}A',.eisл. Для ~1 получаем 
'· 

д.~l + k2 (r) ~l = -~ д.Ал' еi8л. 
л 

Если известна функция Грина, удовлетворяющая усJювию излучения, 
то решение волнового уравнения есть 

~ =~о+,;"~ 0 (r'r)~ д.А'л(r') BiSл(l'') dr'. ( 15) 
л 

Выражение для волновой функuии может быть получено и другим 
способом. Ищем волновую функцию в виде 

~ = eilt,r + ~l· 
Тог да для ~~ 1 получаем уравнение 

д.'fl + k2 (r) ~1 = 2 Vell<,r; 
при помощи функции Грина получаем волновую функцию, имеющую 
требуемый асимптотический вид 

~ = e 11'•r- 2
1
" ~О (r'r) V (r') eik,r' dr'. ( 16) 

Для функции Грина достаточно использовать квазиклассичссrис 
выражение (12). Выбирая в качестве исходного выражения не ф 0 , а ·~;. 
можно получить следующее приближение по параметру ~. 

4. Рассмотрим более подробно случай, r<огда потенциал мaJI по срав­
нению с энергией частицы (J V 1 <Е= k2 /2). Это условие, как известно, 
не означает применимости теории возмущений. Критерием применимости 
теории возмущений является требование: 

L'Q !_~"' 1 
Е 'li. ~' 

где l- длина, характеризующая ход потенциала, .'Ji.- длина волны 
частицы. 

1 Этим замечанием авторы обязаны В. С. Кудрявцеву. 

"': 



Теория рассешrин в квазиклассическом приближепни 3991 

В случае V <Е траектории близки к прямолинейным и вычисJiения: 
значительно упрощаются. Лепш поr<азать, что для получения ЧJiенов,. 
линейных относительно потенциала, в функции S можно ограничиться 
интегрированием по прямолинейным траекториям. ДействитеJiьно,. 
пусть k 0 - импуJiьс частицы, движущейся в потенциале V0 , d/ 0 - элемент 
дJiины траектории. Изменение S при изменении потенциаJrа на вели­
чину о V будет 

as =~о kdlo + ~koodl. 
Второе слагаемое представляет изменение S от вариации траекто­
рии при неизменном потенциале. В силу стационарности S этот член 
квадратичен по О! и, следовательно, по о V. Поэтому с точностью до· 
членов второго порядi<а по о V 

BS = ~ 8~ d/0 • 

Таким образом as определяется интеграJIОМ по певозмущенпой траек-
тории. . 

Так как в изучаемом случае :для невозмущенпой задачи (свободное 
движение) имеется только одна прямолинейная траектория, соединяю­
щая точки r' и r, то функция Грина приобретает вид: 

eil<o lr-r'l {. r } 
О = 11• _ r'l ехр t ~ (k - k0) dl . 

l'' 

(17)' 

Интегрирование производится по прямой, соединяющей точки r' и r. 
При помощи функции Грина (17) находим из (16) 

1'' 

1 ~ eiholr-r'l { i ~ } 
•.\J = eik,r- - V (r') ехр ik0r'- -ko V dl1 dr', 
' 271' lr-r' 1 

r 

г де d/1 - элемент прямоJJИНейной траектории, соединяющей 
r' и r. Волновую функцию можно представить в виде: 

р -

(18} 

ТОЧЮt 

·~ = eik,r ( 1 - 2~ ~ eli:,P V ( r + р) ехр { ik0p- k~ ~ V ( r + l1 : ) dl1} tip) · 
о -Здесь вектор р = r' - r. 

Произведем интегрирование по 

тем, что при изменении угла между р 

рует множитель еи,;, Интегрируя по 
ряда по степеням ~ = 1/k0l, получим 

углам вектора р, пользуясь. 

и k 0 наиболее быстро осцилли­

частям и сохраняя первый член 

00 

'f = eil<,r ( 1 + ;~ ~ ехр {ik0p - ,:
0 

~ Vdl1 } { V (•· ·+ Р ~;:) eil
1
•" --

о 

-11 (r- р ~:~) e-illoP} dp) . 

С точностью до веJiичины ~ следует отбросить член под интегралом, 
содержаший быстро осциллируюший множитель e2ik,P. Поэтому полу-
чаем 
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lt 

= ехр { ik 0r- ,:u ~ V dlo}. 
-00 

(1 9) 

Формула (19) есть известное выражение для квазш<Jшссической 
,функции на н:онечных расстояниях от рассеивающего центра [1]. 

Получим асимптотический вид воюювой функции при ,. _",. оо. Из фор­
:му .ТJЬI ( 1 9) находим 

~ = eilt,r- ei~,r [2~ ~ ехр {iqt·' + ~~~ r. Vdl1 } V(r')dr'] (q = k0- kon), 

г де n -единичный вектор направления r, dl1 - элемент прямолинейной 
·траектории, параллелыюй n. Иriтеграл в показатеJrе экспоненты можно 
записать таюке и в виде 

со ro 

~ V dl1 = ~ V (r' + r111) dr1 • 

1' 1 о 

Таким образом амплитуда рассеяния дается выражением 
r.o 

f =- 2~ ~ ехр { iqг'' + ~о ~ V (г' + r111) d1"1} V (г') dt·', (20) 
() 

тшторое при достаточно малом V совпадает с результатом теории 
.возмущений. 

Рассеяние на большие углы для V ~ Е, не содержащееся в КJrас­
сическом решении задачи, может быть найдено из формулы (20). Для 
этого произведем интегрирование по частям по косинусу yгJra между 

векторами г' и q, учитывая, что выражение eiqr быстро осциJr,тшрует, 
.и ограничимся первым членом ряда по степеням ~ = l/k0!: 

00 

!=- ~ ехр {iqг' х + ~о ~ Vdl1} V (r') dx r' 2 d1·' :~. 
r, 

00 00 

~ - (" r'
2 

dt' [ v (r' _g_) eit]r' ехр {_!__ (" v(г _g__ .. J._ 1' н) dt· } -J lqt·' lJ ko J lJ l 1 1 
о · n 

а:> 

- v( -r'-- i )e-itJr'exp {~о~ v(- гf +t·ln)drl}J. 
о 

Два слагаемых в r<вадратной скобке могут быть объединены, тогда 
+со ro 

!=~ ~г'dr'V(r'f)exp{iqr'+~o ~v(,-'f+r1n)dr1 }. (21) 
-со . О 

Выражение (21) напоминает формулу для r<оэффициента отражения 
в одномерной задаче и весьма удобно дJrя интегрирования в комплекс­
пой ПJ!ОСКОСТИ. 

Литература 

Постуnила в редающю 
28 аnрели 1954 г. 

[1] Л. Д. Л а н д а у и Е. М. Л и ф ш н ц. knашовая мехапикп, ч. !, стр. 184, 
гиттл, 194.8. 

• 1 



т. 28. )!(урнал экспериментальной и теоретической физщщ. 

1955 

ЗОННАЯ ТЕОРИЯ ТРЕХМЕРНОЙ МОДЕЛИ ЖИДКОСТИ 

А. И. Губтtов 

Выh. 4 

Предложенпая ранее аnтором зонная теория одномерпой модеJш жидкости [1 ] рас­
пространеi;,а на трехмерную модеJJЬ. Путем решения уравнения Шредингера в дефор­
мир.?вашJои системе координат покаэано, что при плавлении !{ристаJrла энергетиче­
скии спектр электрона сохраняет nоiшую структуру, что находится в соответс.тэии: 
с опытными фактами. 

1. Введение 

Как известно, энергетический сnектр элеi<Тронов в твердом теле 
имеет структуру зон. Это позволяет правильно объяснить электропро­
водность металлов и полупроводников и ряд других явлений. Теоре­

тически наличие зон доказывается дJIЯ движения: электрона в строго 

периодическом поле, т. е. при наличии дальнего порядr<а. Между тем 

при плавлении металлов и полупроводников их электропроводность 

сохраняется, несмотря на исчезновение дальнего порядка. Это наводит 
на мысль, что зонная структура энергетического спектра связана не 

с дальним, а с ближним порядr<ом расположения атомов в теле. 
В статье [1) 1 для простейшей модели одномерной цепочi\:И атомов 

нами было теоретичесr<и показано, что при малом нарушении ближнего 
порядка и исчезновении дальнего порядка энергетичесr<ий спеr<тр со­
храняет зонный характер. В настоящей статье теория распространяется 
на более реальный случай трехмерной модели. Все представления и 
метод расчета такие же, как и для одномерной модели, поэтому мы 
nовтоР.ИМ рассуждения Jrишь очень кратко, отмечая особенности трех­
мерного случая:. 

Пусть первоначально имелся кристалл с правильным расположением 
атомов, причем потенциальная: энергия электрона в самосогласованном 

поле кристалJrа являлась периодичесr<ой функцией V (х1 , х2 , х3) декар­
товых r<оордииат х1 , х2 , Х3 , связанных с кристаллом. Эту периодич­
rюсть следует понимать в том смысJrе, что потенциал периодичен 

вдоль некоторых кристаллографических направлений, которые либо 
совпадают с осями х1 , Х2 , х3 , либо, каr< в случае кристаЛJюв низших 
сингоний, описываются в системе координат Х1 , Х2 , х3 линейнЬrми урав­
нениями. 

РентгенографичеСI<Ие и электронеграфические исследования показы­
вают, что жидr<ость имеет ближний порядон: в расположении атомов. 
При плавлении может оказатьс.я., что ближний порядок почти сохра­
няется, либо же оп может измениться скачr<ом, при этом, как, напри­
мер, в случае воды, меняется число бJrижайших соседей атома. Мы при­
мем, что ближний порядон: · при плавлении всегда меняется весьма 
незначительно. Если реальный 1\:ристалл имеет существенно иной ближ­
ний порядок, чем жидкость, рассмотрим плавление неr<оторого гипо· 
тетичесr<ого кристалла с тем же ближним порядком, что и жидтшсть. 
В соответствии с этим считаем, что каждая элементарная ячейr<а кри-

1 В дальнейшем все формулы работы [1] ци:тируются с римской цифрой I ... 

2 ЖЭТФ, М 4 
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стаJrла при плавлении испытывает лишь малую деформацию, в резуль­
тате которой слегка изменяется длина ребер ячейки и углы между 
ними. Относительная деформация ячейки имеет порядоь: малой вели­
чины в и является случайной величиной. Для простоты допустим, что 
при плавлении не происходит макросr<опических деформаций кристалла, 
в частности, изменения его объема. В этом случае все деформации с 
равной вероятностыо могут быть одного ИJIИ другого знака. 

Как показано в [1], в результате наrшпления малых деформаций 
ячеек по закону суммирования случайных знаr(опеременных величин, 
дальний порядок в расположении атомов исчезает на расстояниях по­
рядrш 1 J s2 элемептарпых ячеек. В трехмерном случае это означает 
не тоJrько то, что вероятность нахождения каждого атома размазана в 

области, nревышающей элементарную ячейку, но также и то, что 
у даленвые ячейки nовернуты относительно друг друга на r<акие угощю 
углы. 

При плавJiении вследствие деформации решетrш поле nотенциала 
V (х1 , х2 , х3) испытывает искажения двух родов. Во-первых, все ма­
ксимумы и минимумы V смещаются в пространстве параллельна сме­
щению атомов. Во-вторых, благодаря малым нарушениям ближнего 
порядка значение V изменяется на малую величипу Ь. V. Как и в одно­
мерном случае, искажения второго рода не уничтожают полностью 

периодичности потенциала, но лишь вводят малые добавr<и к nериоди­
ческому полю, что можно лешо учесть обычной теорией возмуще­
ний. Поэтому мы вовсе не будем учитывать эти искажения и примем, 
что все изменение потенциального поля nри плавлении сводится к 

смещению в пространстве точек с определенным значением потенциала 

параллельна смещению атомов. Такое допущение равноценно гипотезе 
деформируемых ионов, дающей хорошее приближение при вычислении 
взаимодействия между волнами решетr<и и электронами в теории ме­
таллов. 

Введем деформированную координатную систему~\ ~2 , ~з такую, чтобы 
координатные линии проходили в жидкости через точr<и с теми же значе-' 

ниями потенциала, что и соответствующие координатные прямые 

х1 , Х2 , Х3 в кристалле. Подбирая должным образом переменные масш­
табы координат ~. можно добиться периодичности потенциала в системе 
rшординат ~ в том смысле, что потенциал будет периодичен вдОJIЬ 
неr<оторых кристаллографичеших линий (н:ривых), rсоторые либо сов­
падают с rшординатными линиями ~. либо описываются в этой системе 
координат Jrинейными уравнениями. Координаты ~ являются слеп<а 
не ортогональными. 

Ввиду того что соответствующие элементы координатных линий Хос 
и ~"' (ос= 1, 2, 3) могут быть повернуты относительно друг друга на 
значительные углы, в трехмерном случае нельзя ввести соотношения 

между dxoc и d~"' типа (5), I. Однако для дальнейшего не требуется 
знать полностыо переход от координат х к координатам ~. но доста­

точно задать метрический теr-rзор системы иоординат ~. Посколы<у 
каждый элемент кристалла при плавлении испытывает малые случай­
ные деформации, диагональные и недиагональные компоненты метри­
ческого тензора должны иметь вид: 

(1} 

Здесь ·rarз- случайные функции координат, по порядr<у величины 
равные. единице. (Некоторые из них могут иметь меньший порядоr< вели­
чины или быть равными нулю.) В отличие от одномерного случая здесь 
нельзя нормировать все locrэ точно, ·гак кан: пропорции между ними 

зависят от струн:туры жидrшсти. 
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Заметим, что функции '[а/3 опредеJrены несr{олько иначе, чем фуrш:­
ция 1 в одномерном случае, а именно, на основании (1) вместо (5), I 
следовало бы записать 

d~ 1 dx = 1 1 }11 + S'(. (2) 

Вследствие этого, eCJIИ из выведенных ниже формул настоящей 
статьи сделать переход к одномерному случаю, получим результат, 

отличающийся от соответствующих формул в [1] числовым коэффи­
циентом 1~ в nервом и 1h во втором nриближении. 

2. Волновое уравнение в деформированной системе координат 

Метод расчета заrопочается в том, что уравнение Шредингера для 
эJrектрона решается в деформированной системе координат ~. в кото­
рой nотеrщиальная энергия электрона является периодической функ­
цией. Kar{ и в одномерном случае, задача решается в адиабатическом 
приближении- для заданного мгновенного расположения атомов. 
Воспользуемся стационарным уравнением Шредингера 

(3) 

где обозначения обычные. 
Оператор ЛаПJшса в криволинейной косоугольной системе коорди­

нат имеет вид 

(4) 

г де g·- определитель, составленный из ко вариантных компонент мет­
ричесt{ОГО тепзора, контравариантные r<:омпонеr-iты которого равны 

О 13ос- алгебраическое дополнение элемента gr>oc в определителе, т. е. 
соответствующий минор, умноженны~ на (-)"'Н. 

ПодстаrювJ<а (5) в ( 4) и ( 4) в (3) и разложение по степеням е: при­
водит уравнение Шредингера I{ виду 

(6) 
3 

Н = _ t~2 )l .д 2 \)1 + V(~l ~2 ~3)· 
О 2m :;!

1 
д~ос' ' ' ' 

(7) 

- -l)i>+Y(• (;2 ду[3у д + ду!ЗУ д )] 
( ( !3У д~iЗ д~у + д~13 д~У д~У д~IЗ ' 

(8) 

Здесь а, ~. т -циклические nерестановки индексов 1, 2, 3. Опе-; 
А 

ратор W содержит только знан:опеременные члены с первой степенью 
случайных функций "[ сх(3• 

А 

Оператор w можно разбить на две части 
,л. />. .. А 

w=7.e/+w" .. (9). 

2* 
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~, состоит из знакепостоянных членов, содержащих квадраты фрш­
ций "("'!3' и равен 

А 

w"состоит только из 

(10) 

знакопеременных членов. Выражение дJIЯ него 
и не имеет практического значения, так rcarc 

л 
довольно громоздко 
А 

w"- того же порЯДI(а веJrичины, что и W, и так же знакопеременен, 
но умножается на s2, а не на s. 

Опера'rоры s W и s2~ или s2;' считаем возмущением. Как и в од­
номерном случае, они не явJrяются самосопряженпыми. 

Tarc r<ar( V (El, ~2 , ~3)- периодическая функция, решение невеэму-

щенного уравнения Н0 ~=Е~ представJrяет собой известное решение 
задачи об элеrстроне в периодическом поле. Пусть основная область 
включает 0 3 элементарных ячеек, как это обычно принимается в тео­
рии металлов. Чтобы имело место существенное нарушение дальнего 

порядка, необходимо выполнение условия 

(11) 

Энергетический спектр невеэмущенной задачи состоит из ряда разре­
шенных зон, и в каждой зоне волновой вектор электрона k может 
принимать 0 3 значений. Каждому значению соответствует волновая 
функция Блоха: 

(12) 

Здесь n означает номер зоны, k"'- коэффициенты, задающие состояние 
в зоне, Unk -модулирующие функции с периодичностыо рсшетr<и. 

Решение возмущенной задачи ищем в виде линейной комбинации 
функций (12) . 

~ (~1, ~2 , ~3) = ~ Cn!t ~~~ 1<, (13) 
11, lt 

где коэффициенты разложения определяются из системы уравнений: 

(E~k + eW/II(ftk + s2W~zltnk- Е) С11 k + 
(14) 

Суммирование по k означает суммирование по всем возможным оз 
значениям трех коэффициентов k1 , ll 2 , k3 • 

Матричные элементы wl!kll' k' и Wnlcn' lc' вычисляются с весовой 
функцией, равной множителю ортогональности функций нулевого nри· 
ближения, т. е. единице. Функции ~~k нормированы I( единице, т. е. 

~ 1 ~~lt 1
2 d~1 dE2 d~3 = 1, (15) 

:где интегрирование производится по всей основной области, т. е. 
по 0 8 элементарным ячейкам. 

' . 
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3. Оценка матричных элементов возмущения 
л 

Согласно выражениям (8) и (12), матричный элемент оператора W 
имеет вид 

Wп k n' k' = ;~ ~ u~~rc В 11, k' ехр [i S (k~- kei) ~""] d~1 d~2 d~3 • (16) 
=1 

Явное выражение для функции B 11r 1,, несколько громоздко, но для 
определения порядr<а величины Wnkn' k' достаточно заметить, что Вп' k' 
состоит из членов типа 

ду а f3 дtt/1, k' ду аiЗ k' 
д~"" ~ и д~ri и,l, r,, r> • 

Функции ttп' r,, имеют периодичность решетrш, а фушщии lав• равные 
по порядr<у величины единице, существенно меняются от ячейr<и к 

ячейке. Поэтому дифференцирование u
11

, 1,, и 'Уав по ~а по порядку ве­
личины дает множитель 1 1 а, г де а- постоянная решетки. Среднее 
значение k~ татоке имеет порядок величины 1 1 а. Из условия норми­
ровrш (15) имеем u,1' k' ::=:::. 1 1 0'1• a't •. Следовательно, каждый из членов, 
входящих в состав Вп' ,,,, по порядку величины равен (1 1 а2) a11 rc = 
= 1 / 0'1• a'l•. Тю<ов же порядок величины и функции B,l, 1,,, которая 
состоит из конечного числа членов. 

Длn оценки интеграла в (16) разобьем его на сумму интегралов 
по 0 3 элементарным ячейкам. В пределах одной эJrементарrюй ячейки 
функции 'Уа(3 и их пронаводные имеют более или менее определенные 
значения. Поэтому, если n,1tt и !t11r k' близки друг к другу, а множитель 

3 

ехр [i ~1 (/г~ -!га)~«] близок к единице, интегрирование по элемен-
тарной ячейке по порядку величины сводится к умножению на а3, и, 
следовательно, и:нтеграJJ !1 по 1-ой элементарной ячейке имеет ларядок 
ВеJIИЧИНЫ 

1/ 1 ,-..J _1_ 8 - _ 1_ (17) 
l ~аз а" а - оз а2 • . 

В действительности, благодаря множителям ехр [i ~1 (/г: -!га)~«] и не­
равенству фушщий tt11 k и Uп' k' веJшчина /z несколько меньше и тем 
меньше, чем больше разности !га -!га'. Все lz явJrяются знако­
переменными случайными величинами. Как это подробно обсужда­
лось в [1], на основании теоремы Ляпунова сумма знакопеременных 
случайных величин подчиняется распределению Гаусса, среднее зна­
чение ее равно нулю, а среднее квадратичное пропорционалыю квад­

ратному корню из числа слагаемых. Поэтому, произведя суммирова­
ние по 0 3 элементарным ячейн:ам, ПОJiучим, что среднее квадратичное 
матричного элемента Wnkn'lc' по порядку величины равно 

·v 2 - -- 7i2 1 f~2 
Wп~tп'k' = уоз 2,,, оэа2 = '1 

' 2m0 • а2 
(18) 

и убывает с ростом разности k('/. -!г«'. 
Совершенно таким же путем можно nроизвести оценку матричноrо 

А 

элемента оператора w'. Для порядка величины интеграла по элемен-
тарной ячейке также справедливо выражение (17). При этом интеrралы 
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по элементарным ячейиам, входящие в состав недиагонального матричu 
ного элемента w' знаrшпеременны благодаря наличию множителеи ' llltt11 ,,,, 

ехр [i ± (k~- ka) ~а], и, значит, среднее квадратичное значение их по 
nоряд~у

1 

величины также равно выражению (18). 
Наоборот, интегралы, входящие в состав диагонального матричного 

эJiемента 'le/ знакопостоянны. Вынося за знак каждого интеграла tllcnk• 
значения "/2 в данной элементарной ячейке и учитывая, что 

lа[З 

(' 1 \и.* дunk dP d~2 d~з;.:::::;; О, .) lиnlcl 2 dP d~2 dP = Q3 , J nk д'ё.,а 
(19) 

где интегралы берутся по элементарной ячейке (см. аналогичные оцен­
.ки в [1 ]), nолучаем 

, 1i
2 1 ~1 ~ ( 2 + 2 + 2 ) (_!__ + k2) 

'leJ nknk ;.:::::;; 2m "(J3 "'-! "'-! 'У о:а 'У ар 'У ау l а2 а ' 
а=1 l=l 

(20) 

где значения функций 'Уа.rз берутся в l-ой ячейке. Выполняя суммиро­
вание по l, имеем 

, ,._, ft
2 ~1 (:-2'" + -2- + -2-) (J._ + k2) (21) 

wllknk """2m~ raa. larз 'У ау 'а2 (J. • 

Черта означает среднее по всем ячейкам знаtiение. В случае куби­
tiеской решетки, очевидно, ~~1 = r:2 = r;з; ~~2 = 'Уiз = r;з, следовательно, 

w'nlcnk~ ;,1: (r~a + 2r~rз) ( :з + k2
). (22) 

Наконец, если положить ~~(J. = r~13 = 1, то 

, ::!1i2(3 k2) 
wnl<nk;.:::::;; 2m Q2 + . (23) 

Сравнивая выражения (18) и (21)-(23) и учитывая неравенство 
(11), видим, что в уравнении (14) можно пренебречь диагонаJrьным 
элементом e'Wпlcntc по сравнению с s2'leJ~!щk; наоборот, недиагопальным 
элем.ентом e2w;1kn'l<' можно nренебречь по сравнению с е lVпkn'k'· 

4. Решение по методу относительного вырождения 

Если неваэмущенная энергия элеюрана в неrшторой зоне, отсчиты­
ваемаn от нижr-iего края зоны, nропорциопальна J:,ka2 (изотропное при­
ближение), легrш nоказать, что минимаJiьное расстояние между со­
седними уровнями в зоне равно 

ЬЕ~шн = 27t2 r~2 / а202 • (24) 
Действительно, если, например, фиксировать k

1 
и k

2 
и придать /г3 соседние значения- нуль и + 2 7t 1 aG, nолучим два значения: энергии, 

qтличающиеся на величину (24). При этом уровни являются много­
краТI-ю вырожденными, так кюс их число по порядку величины не 
nревышает 0 2

, а общее число состояний электрона в зоне равно 0 3• 

EcJrи учесть анизотропию, это вырождение частично снимается, так 
что получаются еще более близкие энергетические уровни. 
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Сравнивая (18) и (24) и учитывая (11), видим, что недиагонаJIЫiые 
матричные элементы возмушения боJiьше расстояний между соседними 
уровнями нулевого приближения, значит, нельзя пользоваться обычной 
теорией возмущения, а СJiедус:т вести расчет, как и в одномерном 
,случае, по методу относительного вырождения. Система уравнений 
ну левого приближения совершенно аналогично (23), I б у дет иметь вид 

св;{- Е) с~с + 8 ~ wl<k'c,,, = о, 
k'.Pk 

т де опущены индексы n и введено обозначение 

Е~ = Е~ + E2W~I<• 

(25) 

(26) 

Приравнивая нулю определитель СIIстемы (25) и разлагая его no 
формуле Лапласа, поJiучим уравнение, отличающееся от (26), I JIИшь 
тем, что суммирование ведется по векторным индексам, пробегающим 
0 3 значений 

_ ___::_j_=;::_l --- + ... = о 
r 

п (Е' .-Е) kl 
i=l 

(27) 

Пока r <.. 0 3 , чиСJIО членов суммы, стоящей liП-IОЖителем лри er, 
по порядку величины равно 0 3'·. 

Кан: и в одномерном случае, можно показать, что Wы<' W,<'I•> О. 
Для этого разJюжим оператор t\7 па самосопряженный W' и антиса­

мосопряженный W" 

• , Ji2 ~ r- ~ ду (j/j. _!}_ J:.. J2 (y(j.IJ. + У[!{3 +У у) 
w =2m L..J ri'J.<l д~а· + д~а ща + 4 д~IJ.· 

rt=l 

_ (-l)HY ((~у д~~;~у _; :;;;~у) J (28) 

(29) 

При суммировании случайных величин сюrадываются их rщадраты. 
Поэтому, пось:о.пьку в (20) стоят члены, ашJJюrичные члешш выраже­
ния (2Ь), но некоторые из них с коэффициентом 1

/ 2 , можно заr<лючить, 
что 

(30) 

,а значит, 

(31) 

1

: 
~ 

' 
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Следовательно, здесь можно повторить все рассуждения, приведен­

вые в [1]. Если энергия Е лежит вне полосы значений E;r, то соглас­
но (18) н:аждый член суммы при r:/ в уравнении (27) по порядr{у вели­
чины равен о--зr/2• При нечетных степенях в все суммы знаr{Опере­
менны, и среднее квадратичное значение суммы вместе с множитеJrем 

вr имеет nорядок в' (r> 2), значит, этими суммами можно пренебречь. 
Наоборот, суммы при четных степенях в имеют знакапостоянные 

члены числом порядка 03
', следовательно, эти суммы образуют ряд 

типа 1 - в203 - r::40 6 - ••• Значит, уравнение (27) не может быть удо-
влетворено значением Е, лежащим вне зоны E;r. 

Итаr{, при плавлении кристаJIЛа зонная структура энергетических 
уровней сохраняется, только каждый уровень смещается на величину 

e2w~lknk · 

Волновые функции нулевого прибJrижения являются линейными 
комбинациями всех 0 3 функций Блоха, относящихся к данной зоне. 
ОднаJ{о в [1] было поr{азано на основании уравнения (25), что в каждом 
из решений лишь доля, равная в2 всех функций, имеет коэффициенты, 
существенно отличные от нуля. Эта оценка остается справедливой и 
здесь. Следовательно, иаждая волновая фунrщия нулевого приближе­
ния представляет собой пакет приблизительно из s20 3 фунrщий Блоха, 

соответствующих значениям энергий E;r, близким к Е, но разнооб­
разным значениям коэффициентов k(/,. Однако, кан: отмечалось выше, 
матричный элемент возмущенин Wr,rr• убывает с ростом разности 
krx -kc/, поэтому в !{ЮКдом волновом пакете будут преобJJадать фуrш­
ции, группирующиеся вокруг определенных значений k1 , k2,ll3• Благо­
даря этому электроны в жидкости описываются не стоячими волнами, 

а волновыми пакетами, движущимися в определенных напrавлениях, 

т. е. имеет место электропроводность. 

Неточиость составляющей импульса в направлении результирую­
щего движения пакета имеет порядоь: 

(32) 

если считать, что в nакет входят s20 соседних значений этой соста­
вляющей импульса. Из соотношения петочностей тог да ПОJJучается, что 
пакет локализован в области размером 

т. е. как раз на том отрезке, на котором начинает суrцественпо сюlэЫ­
ваться нарушение дальнего порядка. 

Можн~ было бы сделать расчет в следующем приближении и учесть 
взаимодеиствие между зонами, но при этом не получиJюсь бы ничего 

нового, по сравнению с одномерной теорией [формулы (32)-(34), IJ. 
В заi{лючение пользуюсь случаем выразить искреннюю благодар­

ность А. И. Ансельму и И. М. Шмупшевичу за обсуждение работы. 
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ЭНТРОПИЯ СИСТЕМ СО СЛУЧАЙНЫМ ЧИСЛОМ ЧАСТИЦ 

Р. Л. Стратоновиtt 

На основе представления об энтропии как о неопределенпости находится коли-­
чество энтропии, закшочающейся в объеые, содершащем сJiучайное число частиц. 

Энтропия системы, состоящей из фиксированного числа N частиц 
(лишенных внутренних степеней свободы), определяется известной 
формулой1 

S =- ~PN lnpNd Q + const, (1)' 

г де PN - плотность распредеJiепия вероятностей для изображающей 
точки в 6N-мерном фазовом пространстве О. Однако, IШСiшлыю нам 
известно, еще не решен вопрос о том, чему равна энтропия в объеме V,. 
являющемся частью всего доступного частицам пространства. Формулу 
вида (1) в этом случае применить нельзя, так как само число n час­
тиц в объеме V является ведетерминированным (случайнь~). Если 
положить, например, n равным математическому ожиданию n, то мож­
но найти энтропию Sv в объеме V по формуле, анаJюгичной (1). 
Однако S~ будет энтропией не первоначаль:ной системы, а энтропией 
объема V для пекоторой другой системы, а именно системы, в I<ото­
рой объем V окружен непроницаемой перегородi<ОЙ. Чтобы правильно 
определить энтропию в объеме V для первоначалыюй системы, нуж­
ны новые представления, подсказываемые пониманием энтропии I<ar< 
неопределенности. 

К предмету настоящей работы можно подойти с другой стороны. 
Оперирование с плотностыо распределения в 6N-мерном пространстве· 
оправдывается при рассмотрении термадинамически равновесных 

состояний, так I<ак в этом случае PN непосредственно выражается 
формуJюй Гиббса. При рассмотрении же неравновесных состояний 
использование PN становится чисто формальным, ввиду невозможности 
аналитичесrш определить закон изменения PN во времени. Решение 
дифференциального уравнения, где число пезависимых переменных 
порядка числа Авогадро, понятпо, немыслимо. Чтобы быть в состоя­
нии проводить расчеты неравновесных процессов (громоздкие, может 
быть, но выполнимые), приходится обращаться к рассмотрению фуrш­
ций распределения. Последние используются, в частности, в работе [1]. 

Удобнее всего иметь дело с фунrщиями распределения, I{оторые харак­
теризуют Jюкалыrые статистичес1ше свойства, как например, функции, 
определенные в работе [2]. Вместо функций распределевин можно брать 
также систему функций корреляции распределения, в свою очередь, 
адэкватпо описывающих статистическую систему частиц. Последние 
функции имеют перед функциями распределения следующие преимуще-

1 Энтропию мы будем записывать в безразыерных единицах, опусJ(аЯ постоянную· 
БоJiьцмюш. 
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ства. При отсутствии корреJrяций между частицами функция расnреде­
ления переходит в произведение низших функций распределения. Функ­
ция же корреляции распределения при этом обращается в пуль. ДJrя 
обычных физических систем фующия корреляции распределения отлична 
-от нуля лишь тогда, r<огда ее аргументы достаточно близки друг к другу. 
·Среди функций распределения и функций корреляции распределения 
важнейшими являются низшие функции. Задаваясь определенной точ-
ностыо рассмотрения, можно пренебрегать высшими корреляциями, .... 
начиная с некоторого порядка k, зависящего от точности рассмотрения. 
Но пренебрежение высшими корреляциями означает, что высшие функ-
ции распределения берутся в виде произведения низших функций 
распределения, высшие же фушщии корреляции распределения пола-
гаются равными нyJIIo. Последнее, разумеется, значительно упрощает 
рассмотрение. В свете сr<азаююго имеется гораздо больше оснований 
·обрывать ряды, составленные из функций корреляции распределенин, 
чем из функций распредеJrения. Можно сн:азать, что переход к функ-
циям rсорреляции распределения (от функций распределения) делает 
более быстрой сходимость рядов. 

Итак, при расчете неравн:овесных состояний целесообразно (вместо 
pN) рассматривать фунrщии корреляции распределения и находить их 
изменение во времени. Вследствие того ч-r:о они полно описывают фи­
зичесrсую систему, по ним можно вычислять все интересующие нас 

физические параметры системы (плотность, флуктуации, энергию, дав­
ление, энтропию и пр.). Таrшм образом в связи с применением в 
статистической физике Снеравновесных процессов) нового аппарата­
функций распределения и функций корреляции распределения возни­
rсает вопрос, каr< выражается энтропия через указанные функции. Этот 
·вопрос и рассматривается в настоящей работе. 

Энтропию мы, вместе с Шеноном [3], будем понимать !{ак меру 
неопределенности ("дезинформации"), заi<лючающейся в данной физи­
чесr<ой системе, или, другими словами, как показатель величины ста­
тистического разброса. 

Определим энтропию конечной полной совокупности несов:местимых 
.событий А1 , ... , An формулой 

11 Р(А;) 
S = - ] Р(А;) ln Q (А ) , 

1=1 1 
(2а) 

где P(Ai)- вероятность события Az; Q (А;)- его "объем". 
·Введение "объемов" событий позволяет рассматривать энтропию 

как характеристику объекта, описываемого вероятностным способом, как 
характеристику статистичесrсого коллектива. Обычной же формуJюй 

n 

S = - 2j Р (А1) lп Р (А;) 
1=1 

{см. [3
]) энтропия сопоставляется выбранной системе несовместимых 

событий и меняется при переходе к другой полной системе несовме­
стимых событий, даже при сохранении самого объекта (вилючая его 
вероятностные характеристки) неизменным. 

Величина "объемов" событий выводится из существа рассматри-· 
ваемого физического объекта. Например, если рассматривается пра­
вильная игральная !{Ость, то "объем" события, заr{лючающегося в выпа­
дении четного числа, в три раза больше, чем "объем" выпаденин еди­
ницы. С другим, не столь тривиальным примером, читатель ознакомит­
,сн в дальнейшем. 

,::.. -
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В общем cJryчae, ВI{лючающем непрерывные распределенин, энтро­
:пин определнетсн формулой 

S . "' P(Ai) 
=- 11111 L.JP(A)ln Q(A) . 

Q (Ai )--+ miп i · i 
(2) 

Здесь суммирование производитсн по несовместимым событиям, 
··'Образующим в сумме достоверное событие; предельный переход соот­
ветствует максимально-возможному дроблению событий. 

Если применить (2) к системе частиц, состояние которой изобра­
жается случайной точкой М в фазовом прострянстве О, то б у д ем 
:.иметь 

\ Рн(М) 
S =- J PN (М) lп qн(М) dDм. (3) 

.Здесь Рн- плотность веронтности для точки М в О, qN- плотность 
"объема" в пространстве О. Отсюда, принимая во внимание третий 

. закон термодинамики вместе с припципом неопределенпости квантовой 
механики, можно притти, как показано в другой работе, к выводу, что 
в пространстве капонически сопряженных перемеrшых 

(4) 

Тем самым аддитивная постоянная формулы (1) определена через по­
стоянную Планка !z. Согласно идее вывода, формула (4) спряведлива 
как для равновесных, так и для неравновесных распределений. 
Мы будем интересоваться, как меняется энтропия, если увеличи-

вать (или уменьшать) N без изменения локальной статистичесrшй струк­
. туры (при пропорциональном изменении объема V). Для подобных 
исследований целесообразно разложить энтропию (дезинформацию) S 

. на две части ~па конфигурационную и обменную дезинформации: 

S = Sк + Sa. (5) 

Обменная дезинформация Sa соответствует неопределенности, воз­
.никающей в результате возможности обмена между частицами при 
.фиксации всех N точек, в которых выпадают частицы (r<акие бы то 
ли было). Я:вляется неопределенньпvr, какое распределение частиц по 
точкам осуществляется из N! различных возможных перестановок. 
Каждому распределению, очевидно, следует приписать одинаковую 
Бероятность и одинаковый "объем". Поэтому вероятность r<аждого 
распределения равна 1 / N!. Обозначая "объем" r<аждого распределения 
·-через Q1 , будем иметь согласно (2) 

Sa=lпN!+lnQ1 • 

Обменная дезинформация должна отсутствовать (равняться нулю), 
когда имеется всего одна частица (N = 1). Из этого условия опреде-
ля ем 

вследствие чего 

Sa = ln N! (6) 

·Соответственно этому копфигурационная энтропиn равна 

s" = - ~ PN lп (N! hзN PN) dQ. (7) 

Рассмотрим так называемый парадокс Гиббса, заr<лючающийся в 
"ТОМ, что при разделении (хотя бы умозрительном) одного объема на 
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несrшлько частей сумма энтропий частных объемов не равна энтропии 
совокупного объема. Например, eCJIИ разделить объем vl на два равных 
объема V

2 
= V1/2, то энтропия общего объема будет иревосходить 

сумму энтропий половинных объемов на N1ln 2, т. е. 

(8) 

где n1 - число граммолекул вещества в объеме V1; N1 = (R / k) n1- ,. 
число молекул в том же объеме. 

Разрешение этого парадокса Jrепю получить, принимая во внима­
ние, что энтропия, фигурирующая в (8), есть сумма обменной и кон:, 
фигурационной энтропий. Парадон:с Гиббса обязан именно обменнои 
части. В самом деле, учитывая (6) и применяя формулу Стирлинга •. 
имеем 

So (V1) = ln N11 :=:::; N1 (ln N1 - 1); 

Sa(V2)=1n (~1 )1:=:::; ~1 (1n ~1 -1), 

откуда 

Следовательно, для конфигурационной энтропии, описывающей стати­
стическую структуру без индивидуализации молеr<ул, парадокс Гиббса 
не имеет :места и 

Согласно приrщипу неразличимости частиц квантовой механикш 
нельзя требовать знания индивидуальности частиц, занимающих задан-· 
ные положения (состояния), поэтому иеопределенность распределения· 
частиц по заданным состояниям вовсе :не является действительной не­
определенностью. Существующая же в действительности неопреде­
ленность- это неопределен:ность в положении (состоянии) неиндивиду­
ализованных частиц, т. е. rшнфигурационная дезинформация. 

Таким образом принцип перазличимости частиц предписывает· 
ограничиться рассмотрением TOJIЫ<O конфигурационной дезинформации,. 
что снимает парадоr<с Гиббса. В дальнейшем мы б у д ем рассматривать. 
лишь r<оr-rфигурационную энтропию, опуская, однако, ради простоты 
индекс "I<". Копфигурационная энтропия, в свою очередь, является 
не вполне аддитивной (о чем будет речь ниже), но эта неаддитивность. 
возиикающая вследствие статистической корреляции, совершенно дру-· 
гой природы, чем неаддитивность обменной энтропии. 

Возвратимся к выражению (7). Обозначим через В событие, Заi{ЛIО~· 
чающееся в том, что первая из N-частиц попадает в элемент объема. 
d(i)1 6-мерного фазового пространства канонических переменных, рас-
положенный вблизи точки L1 ; в то же время вторая частица попадает· ·~ 
в элемент d(J)2 , третья- в d(J)3 и т. д. Вероятность события В ~ 

Так I{aK формулы (2), (3) имеют универсальное значение, то событие в: 
имеет конфигурационный "объем", равный 

dQN = qнd(J)l .. . d(J)N, 

Здесь, как это следует из сравнения выражений (3) и (7), 
1 h-зN 

qк= N! 

-плотность конфигурационного "объема". 

(11 )> 
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Суммируя элементарные события указанного типа, мы можем вы­
·числить конфигурационный "объем" события, состоящего в попадании 
.в область W пространства (!) именно N частиц. Он равен2 

(' (' 1 ( W)N Qw(N) = j .... j qнd(!)1 .•• d{j)N = NГ Ji3 . 
\\7 \\7 

(12) 

Отметим, что "объем" события, заключающегося в попадании внутрь 
.области W тобого числа частиц, выражается формулой 

Ql\7 = ~ Qw(N) = ехр {~/ hз}, (13) 
N=O 

-откуда следует, что при сложении геометрических объемов абстракт­
.ные "объемы" соответствующих достоверных событий перемножаются. 

Перейдем от PN к рассмотрению функций eN (L 1 , •.• , LN) (N = 
= 1 ,2, ... ), которые определяют вероятность 

dPN = eN (L 1 , ••• , LN) d(i)1 , ••• , dшN (14) 

·того события (обозначим его С), что какая-либо (любая) частица ОI!а­
жется в элементе d{j)1 , и в то же время какая-либо другая частица 

.. окажется в элементе d(!)2 и т. д. при условии, что всего в 1.\7 выпа­
дает именно N частиц. Как петрудно убедиться, уr{азю-шые функции 
.выражаются через функции, фигур~рующие в (9), следующим образом 

eN(Ll, ... 'LN) = ~PN(Lal' ... 'LaN), (15) 

.·rде суммирование распространяется на всевозможные (NI) перестановки 
·4Рrументов функции PN· Когда PN симметрична, (15) переходит в ра­
в.енство 

eN=NfpN . (15а) 

. Аналогичным образом получаем, что "объем" события С равен 

(16) 

Рассмотрим, I{ак нужно суммировать события типа С, чтобы полу­
·чить событие AN, заключающееся в выпадении внутри W именно N 
·частиц. Если мы перенумеруем частицы по величине какой-либо ко­
-ординаты х (из шести координат, подразумеваемых под L ), то для 
.получения события AN мы должны производить суммирование событий 
типа С, подчиненных усJювию Х1 ~ х2 -< ... -< XN, чтобы избегнуть 
.повторяемости элементарных событий. Соответственно этому 

Pw(N)= ~ ... ~ eN(L 1 , ••• ,LN)d(!)l···d(!)N· 
.v,< ... "'·'N 

!Если снять упорядочение по координате х, то мы в силу симметрии 
.функции eN получим в N! раз боJrьшую величину. Отсюда следует, что 

P~r.(N) = ~! ~ ... ~ eN (L 1, •.. , LN) d(!)1 •• • d(!)N, 
w w 

(17) 

Выписанные нами равенства справедливы в общем случае, Ieor да 
<Число частиц N в объеме W является случайным. События AN мож1ю 
.nредставлять себе как сумму событий типа В или типа С. В обоих 

2 Объем област.и мы обоэначаем той же буквой, что и самую область. 
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сJrучаях мы получим, конечно, одинаковые значения вероятности Pw(N),. 
"объема" Qw·(N) и энтропии. .. 

Согласно (2), чтобы перейти от предварительпои формулы для эн--
тропии 

Pw(N) 
Sw=- 2}P1v(N)Jn Q (N) 

N W 

к точной формуле, нужно совершить предельный переход к элемен-­
тарным событиям (типа В ИJIИ типа С), т. е. 

, (' dPN 
Sw=- _2j.)dPN1n dQ . 

N N 

ПодставJrяя сюда (9), (10), (11) ИJIИ (14), (16), получим 

со 

S1v = --- 2} ~ ... ~ PN ln (N!h3
N PN) d(J)1 • •. dcoN (18} 

N=O W \\7 

или 

Sw=- ~ ~! ~ ... ~ eN1n(h3NeN)dw1 ... dCJ)N, ( 18'}' 
N'=O \\7 \\7 

Полученное выражещ·rе переходит в (7), rшг да число N является; 
детерминированным. В этом cJryчae отлична от нуля толыш одна фуrш­
ция PN и CN. 

Обычно интересуются энтропией, заключенной внутри определенной .. 
имеющей объем V области треrхмерного копфигурационного простран­
ства (которое мы обозначим (J)*) с координатами ql, q2, q3. Соответ­
ственно этому область W будет иметь проекцию V на пространствО> 
(i)• и простираться до бесконечности в пространстве импульсов: 

Рассмотрим тот частный случай, когда распределение по импуJrь-­
сам статистичесr<и не связано с распределением по координатам, так чтОt 

(19} 

где Cf (р1 , Р2• р3)- функция распределения по импульсам дJIЯ одной 
частицы; е;"- фушщия, имеющая тот же смысл, что и eN, по отrю-
сящаяся к трехмерному пространству (!)*. Для того чтобы бь!Jrа пол-· А 
пая тождественность формул для обеих функций, в частности, чтобы 1 
вероятность выпадения в V именно N частиц находилась по формуле· 

р* 1 \ (' • * • v(N) = N!.) ... .) eNciш1 ... d(J)N, = Pw (N), (20} 
v v 

аналогичной (17), нужно нормировать Cf (р1 , р2 , р3) на единицу. 
Подставляя (19) в (18) и учитывая (20), а также условие норми-­

ровки, получаем 

Sw= SIJ + NS1 , 

г де N- среднее значение числа N; 

(21)1 
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(22} 

(23) 

Выражение (23) имеет тот же вид, что и выражение (18) (ecJJИ не 
принимать во внимание аддитивную постоянную). Мы займемся его 
рассмотрением, опуская в цемrх простоты звездочку и помня, что 

аналогичные выкладки могут быть проделаны пепосредствешю для ( 18). 
Функции eN не явJrяrотся локальными хараi{теристиками распреде­

ления частиц, так как зависят от выбранного объема V. Однако их 
можно выразить через функции распредеJrения или функции корреляции 
распределения, которые уже описывают именно Jюкалыrые статисти­

честше свойства. Каждая функция распредеJrения /N (М1 , .•. , MN) 
(М- точка в пространстве (1)) определяется аналогично (14) с той лишь 
разницей, что отбрасывается условие относительно попадании в V 
именно N частиц. Следуя методам, примененным в [2], можно по­
лучить 

eN (М1 , ... , MN) = 

= (-1)s ~ \ = ""V --1 - • • • /N+s (Ml, ... , MN-1-s) dcuN+i· .. dwN+s· .L.J s. . 
(24} 

8"=0 v v 

Таким образом, зная фушщии распределения, статистичесии полно· 
описывающие систему частиц, мы можем по формулам (23), (24) вы­
числить энтропию любой области V. Как было указаrю во введении, 
вместо функций распределения удобнее рассматривать функции корре­
ляции распределевин g;N (N = 1, 2, ... ), определяемые равенством 

= ехр { ~ 1~! ~ g:z (М<Х,' ... , MIX,) Ze~., . .. z~п} , 
11=1 IX! 

(25)· 

г де z<X- произвоJrыrые числа;· fo = 1. Отсюда, придавая ziX нужные· 
значения, можно получить 

00 1 
~ kТ ~ ek (Ма,, ... ' MIX/!) Za, ... z<Xil = 

/t=O Cl.! 

(26} 

Здесь 

eh (М1 , .•• , М1,)- выражаются формулой (24). 
Равенство (26) отличаетсн по форме от (25) лишь тем, что в ЭI<спо~· 

ненте лрисутствует член h0 • Поэтому, nоложив 

е11 = e~eh•, (28} 
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мы получим для функций eg и il11 формулу, вполне аналогичную u(25). 
Подобное равенство (которое встречается также в теории случаиных 
функций, связывая моментпые функции с корреляционными) дает всегда 
•Одинаковые формулы связи: 

е~ (М1) = h1 (М1); 
eg (М1 , М2) = /1.2 (М1 , М2) + h1 (Ml) lz1 (Mz); (29) 

•• о •• о •••• о •• о •• о о 

:где 

11 ра~ 
...---'---... 

ll\11
) = IL.illi ... lli. 

·Символом S обозначено суммирование по всевозможным nерестановкам 
аргументов (М) функций /1.1, дающим не совпадающие тождественно 
результаты. Число nодобных nерестановак указано снизу в скобках 
\(nри подсчете их следует учитывать симметрию фушщий lz1). 

Если известны функции корреляции распределения, то, последова­
телыrо nрименяя формулы (27), (29) и подставляя nоследние в выражение 

S =- h0 - е11 ' ] :! ~ ... ~е~ ln /}rd(i)1 ••• d(i)N, (30) 
N=O V V 

.-следующее из (23), (28), мы сможем вычислить энтроnию объема V. 
Перейдем к рассмотрению важного частного случая, ко г да корре­

.ляции между частицами имеют место талыш на достаточно близких 
расстояниях. Если расстояние между рассматриваемыми точками много 
·больше r- некоторого расстояния rюрреляции,- то выпадения частип 
в этих точках мы nредполагаем статистически независимыми. Очевидно, 
именно такое nоложение дел имеет место в физических системах (на­
пример, в газах), nричем r- порядка радиуса действия межмоJrеку­
лярных сил. 

Сделаем еще одно предnоложение: будем считать нашу систему 
однородной. Это предnоJюжение менее принципиалыю, отказ от него 
(при условии, что неоднородности мало меняются на расстояниях 1') 
лишь несr<ОJiько усложнил бы формулы. Для уr<азаr-шой системы ча­
·Стиц g·

11 
(М1, ••• , М,) заметно отлична от нуля лишь при сближении 

всех точек М1 , М2 , ••• , Мп на расстояние порядка r, т. е. nри 

1 М1 -- М1 1 ~ r (i = 2, ... , n). 

Отсюда следует, что (nри достаточно быстром исчезновении g 
11 

·С возрастанием 1 М1- Mi j) интеграл 

~ ... ~ g·n (М1, ... , М11) d(i)1 • •• d(i)
11 

v v 

по области V, линейные размеры D которой много больше, чем r, 
приблизительно nропорционален объему V, т. е. 

w 
1 

'· 
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где 

On = ~ · · · ~ g·n (Ml, М2, ... , Мп) dUJ2 .•• dUJa 
v v 

(точка М1 фиксирована, но находится внутри V). 
В то же время вследствие (27), (31) 

Здесь 

~ ••• ~ fz,l (Ml, ... , Mп)d(J)1 •.• dсй" ~ Н11 V. 
v v 

- 00 (-1)·'" 
Нп- ~ -

8
-1 -On-1--'"· 

s=O 

417 

(32) 

(33) 

Займемся последовательным рассмотрением с1ленов суммы по N 
в правой части равенства (30). Член, соответствующий N =О, равен 
нуюо. Второй LJлен, который соответствует N = 1, пропорционален V: 

где, вследствие (29), 

~ е~ !пe~d(J) = R1 V, 
v 

R1 = h1 !п fz 1 . 

(34} 

Рассмотрим СJJедующий член. Согласно (29) везде, кроме гиперслоя, 
для которого 1 М1 ----' М2 1 :.е 1·, справедливы равенства 

е~ (М1, М2) = /z1 (М1) h.1 (М2) = hl2J; 

ln е~ (М1, М2) = ln h1 (М1) + ln /z1 (М2) = (2) ln h1; (35) 

eg /д е~= (2) ht2
J ln h1 (/ М1- M2l·~ r). 

Сокращения, подобные использованным здесь, мы будем применять 
в дальнейшем. Несправедливость равенств (35) в слое 1 М1 - М2 1 ~ г 

приводит при интегрировании eg ln е~ к появлению добавочного (по срав­
нению с интегралом от (2) lzi2) ln /z1) члена, пропорционального V. 
Поэтому 

~ ~ eg ln eg d<й1 d(J)2 = 2h1Rl V2 + R2 V, 
vv 

(36) 

где через R2 обозначен соответствующий коэффициент пропорционалъ­
Iюсти. 

Рассмотрим член, соответствующий N = 3. Когда все три точки 
М1 , М2 , М3 далеки друг от друга (число одИночных точек n1 = 3), то 

ео _ ео (з}. 
3- I , 

eg ln е~= (3) е~ (з) lп е~. (37) 

Вследствие этого интеграл от е~ Jn е~ будет содержать член, равный 
3Jz~R1 V3• 

Имеются три следующих гиперслоя: 1) точки Ml и м2 сближенЪ!, 
М3 остается удаленной; 2) М1 и М3 близки, М2 удалена от них; 3) М2 
и М3 близки,· М1 удалена. Эти слои характеризуются тем, что число 
одиночных тос1ек n1 = 1, ч11сло пар точек n2 = 1. Для них 

ео = еоео· 
3 1 2' 

е~ ln eg = е~ е~ 1n е~ + е~ е~ ln е~. (38) 

3 ЖВТФ, М'• 

''il 

,]; 
,, 
fi, 
:i:i 

:'! 

,. 

1 

,'i' 
1 }, 
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В указанных слоях наблюдается некоторое превышение (38) над (37), 
J{оторое равно 

о о о о о 1 о (3) о (3) 1 о -е1е2 ln е1 + е1е2 п е2- е1 n е1 -
=е~ [е~- е~ <2J}ln е~+ е~ [eg ln eg- ef <2J ln е~ <2J]. (39} 

Но в силу (29) 

превышение же 

ео eo(z) _ h . 
2- 1 - •2• 

eg ln е~- е~ <2J ln е~ <2J 

является как раз тем превышением, которое давало в (36) добавку R2 V. 
Учитывая это, а также (32), получаем, что интеграл от (39) равен 

Найденное выражение следует утроить, имея в виду, что существуют 

три гиперслоя указанного типа. 

Наконеu, вследствие того, что (38) несправедливо в гиперслое, 
в котором все три точiш сближены (n1 =О, n2 = О число групп по три 
точки n3 = 1), следует ввести добавочный член, пропорциональный V, 
с коэффициентом, который мы обозначим через R3 • В итоге будем иметь 

Аналогичный метод может быть применен при рассмотрении интег­

рала от е~ ln е~ (и высших интегралов). 
Если та область, в которой все точки удалены друг от друга, при-

вносит в этот интеграл член· 4hfR1 V\ то слои, соответствующие сбли­
женным точкам, вносят добавки, пропорциональные V3 и V2

• Эти 
добавки, имен;>шие ту же природу, что и добавi<и R2 V, R3 V, выра­
жаются через последние, Наконец, остается еще добавить член R4 V, 
nроnорциональный объему в первой степени, не выражающийся через 
R1, R2; Rз. h1, Н2, Нз. 

Проведем подобное рассмотрение для общего интеграла указашюго 

вида- интеграла от е1: ln е%. Выберем гиперслой,. определяемый со во~ 
купностыо чисел n1 , n2 , .•• Последние имеют тот же смысл, что и ра­
нее (nz-:- число груnп по i сближенных точеi<), поэтому "E.inz = k. Для 
этого слоя 

ео _ ео (n,)eo (п,) ео(п11 ) • 
lt- 1 2 • • • lt ' 

Р.0 ln е0 = (n ) е0 (п,)е~ (п,) ln е0 + (п ) е0 (ll,)eo (n,) ln е0 + '-'lt lt 1 1 " . . • 1 2 1 2 • • . 2 ••• 

Указанному слою при вычислении интеграла будет соответствовать член 

. [·tz h'tz,-t,ип, R + n hп,нп,-t . R + ] vn,+п,+ ... 
1 L L2 • • • 1 2 1 2 • • • 2 .. • 

Число подобных слоев, имеющих ту же структуру (ту же сово­
куnность чисел n1 , n2 , •• • ), равно 

kl 

n1! n2! (2J)n' •.. nlt! (k!)'
1
n • 

Следовательно, производя суммирование по различным слоям, будем 
им.еть 
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(41) 

где Н1 = h1 • 

Если произвести суммирование (41) по k =О, 1, 2, ... , то отпадет 
ограничение n1 + 2n2 + ... = k. Обозначая 

'1· _ {n1, i =f= j; ,-
ltj-1, i = j, 

будем иметь, меняя порядок суммирования 

~~ 1 ~ ~ о о ; 1 со со, 1 (нiv) v1 L..J kТ . . . еп ln ek d(j)1 ... d(j)Jt = V '\.l '"7f R1 П ,, -:т -.-
1 

= 
L.J J. LJ v,. \ l, 

h=O /=1 1=1 v i =О 

( со1) rco1 } 
= V ~ j! Rj ехр1 ~ тгН1V. 

}=1 \1=1 

(42) 

Подставляя полученное выражение в (30) и учитывая, Что сумма 
в экспоненте исчезает: 

вследствие (27), (33), и того, что 

] (L! s1!)s = (l :s)l (1 -1)i+s =О, 
.f+S'-'=Г 

получим в результате 

со1 со1 . 
S=-lz0 - V Lj j! R1=- V ~ ]![RJ+(-'-1)'01] (01 = g 1). (43) 

/=1 j=l 

Найденная формула, при выводе которой использовались равенства 
типа (32), имеющие погрешность порядка r f D, справедлива для до­
статочно боJrьших областей V, когда D :';?.> r. Для больших объемов, 
следовательно, имеет место аддитивность энтропии. Если .·же размеры 
областей сравнимы с расстоянием rшрреляции, то аддитивность не имеет 
места. Аналогично, энергию системы взаимодействующих частиц можно 
считать аддитивной лишь для таких областей, линейные, рЕJ.Змеры кото­
рых значительно больше радиуса действия межмQлекулярных сил, 
иначе существенную часть будет составлять энергия взаимодействия 
обJrастей. Неаддитивность энтропии имеет своим источню{ом наличие 
корреляции между частицами различных· областей. ·Ко г да объемы ве­
лики (D 3:> r), то коррелированность, имеющая место преимущественно 
вблизи границ областей, очень незначительна по сравнению с общей 
массой некоррелированности, и в той стеnени, в I<акой коррелирован­
ностыо можно пренебречь, выступает аддитивность энтропии .. Энтропия 
становится пропорциональной объему. Плотность эНтроnии (о которой 
можно говорить для достаточно больших объемов), согласно (4Э), р~вна 

со 

S= ~ =:_._: h ~~ [RJ+ (- 1iOJ]. 
/=1 . . ' . 

(44) 

3* 
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Строго аддитивна энтропия Jrишь в случае пуассоновского заrшна 
распределения, соответствующего отсутствию всяких корреляций. 
В этом случае, если ~-плотность частиц, то 

0 1 = ~; 0 2 . 0 3 = ... =О; R1 = ~ ln ~; R2 = Rз = ... =О; 

поэтому в силу (44) 
(45) 

Эту формуJIУ можно, впрочем, получить другими способами, на­
пример, ПОJiьзуясь выражением (23). 

Закон Пуассона соответствует совершенно некоррелированным ча­
стицам и является поэтому экстремальным. Ему соответствует макси­
мальная плотность энтропии при заданной плотности частиц g1 • Если 
класс сравнимых распределений ограничить фиксированием плотно­
сти энергии, то в качестве экстремаJiьного распределения будет вы­
ступать, ·конечно, уже не закон Пуассона. Для непуассоновского 
распределения наиболее важными rшрреляциями являются парвые кор­
реляции, описываемые функцией g 2 (М1 , М2). Найдем в качестве при­
мера выражение энтропии для того случая, ко г да тройные и высшие 
rшрреляции отсутствуют, т. "е. когда g3 = g;4 = ... =О. В этом случае, 
согласно (27), 

lzl = g·l- 02; h2 = g2; ha = h4 = ... =О; Н2 = 02; 

Нз= ... = О; Оз = ~ g2(M1, М2) dcu2, 

г де точка М1 фиr<сирована. 

(46) 

Метод вычисления величин R1, R2 , R3 , • • • следует из способа их 
определения. Из ( 36) получаем 

R2 = ~ ~ ~ [ g2ln (lz~ + g 2) + hi ln (1 + g~ )] d(J)1dcu2 • 

vv hl 

Зафиксировав точку М1 , понизим число интегралов, нужных для опре­
деления R2 : 

где 

А = h~ + g~2 + g~з + g~\ 
12 - (М м )· 23 - (М м )· Зt g2 - g2 1• 2, g2 - g2 2• з , g2 = g2 (Мз, М1). 

(47) 

Лeri<O убедиться, что подинтегральное выражение обращается· 
в нуль при нарушении близости всех трех точек. В самом деле, при 
этом два расстояния из трех: j М1 -M2 j , 1 М2- М3 \ , \ Мз- М1 \ ста­
новятся большими (по сравнению с r), поэтому две величины из gi2 , 

r 
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23 31 6 g 2 , g 2 о ращаются в нуль, что приводит к исчезновению всего под-

интегрального выражения и, следовательно, к сходимости интеграла. 

Аналогичное явление имеет место для R4 , R5 , ••• 

ПJютность энтропии равна 

1 i 1 
s =g·l- 2 о2- h1ln h1- 2R2-вRз- ... , 

где соответствующие величины определены формулами (46), (47), (48). 
В частных случаях между {5\, g·2 и 0 2 могут существовать соотноше­
ния малости, которыми можно воспользоваться для обJiегчения вычис­
лений по ун:аэанным формулам. 

Результаты настоящей работы можно распространить на те случаи, 
I<Orдa частицы (молекулы) обладают внутренними степенями свободы. 
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. . РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЭЛЕКТРОНОВ ПО СКОРОСТЯМ 
,В 'ПРJ1СУТСТВИИ ПЕРЕМЕНИОГО ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ 

. И ПQСТ()ЯННОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ 

В. М .. Файн 

Найдсна функция распределенИя электронов по СI\орос.тям в присутствии псре­
менного. sлектрииесКо!'О· 'J,1оля и постояиного магнитного поля. Расемотрепы два 
случая~}} '?Л!')I)TPИ'!I'}f.:I~oe поле гармоничесi{И зависит от времеци;, 2) электрическое 
поле модулировано по амплитуде. 

1. Введение 

Задача о нахождении ·фуr-r~ции распределения электронов по скоро­
стям при- упругих столкновениях электронов с атомами газа решалась 

рядом · авторов [l:-:-5]. Основной работой по этому вопросу является 
работа Давыдова [1]. В этой работе получена функция распределения 
электронов в присутствии постоянных электрического и магнитного 

полей. В работе [3] рассматривалось действие переменнаго электри­
чесн:ого поля. Влияние постоянного магнитного поля в присутствии 
переменнога элен:трического поля рассматривалось в работе 15]. Однан:о 
там не учитывалось действие компоненты элеrарического поля, парал­
лельной направлению магнитного поля. 

В указанных работах не учитывалось влияние столкновений элеr(тро­
нов между собой. Между тем учет влияния междуэлектронных стол­
юювений необходим, как поr(азано в (6], для постоянного электриче­
ского поля, если концентрация элеrпронов велиrш. 

В разделе 2 мы дадим вывод функции распределения электронов 
по скоростям в присутствии элен:тричесr{QГО поля, гармонически зави­

сящего от времени, и постоянного магнитного поля. 

В разделе 3 мы рассмотрим действие модулированного по ампли­
туде электрического поля. 

2. Распределение электронов в nрисутствии гармонического 
электрического nоля и nостоянного м;агнитноrо поля 

Кинетическое уравнение в предположении пространствеиной одно­
родности газа имеет вид: 

(1) 

г де f (v, t)- функция распределения электронов по скоростям, 
а- ускорение, сообщаемое полем электронам, дf / дt означает ско­
рость изменения фушщии распределения из-за паличия поля, (о f oi) j­
из-за столкновений электронов с атомами газа (влияние столкновений 
эJrектронов между собой не учитываем) \ \lv- градиент в пространстве 

1 Влияние междуэлектронных стотшоnений несущественно в случае не очень 
больших концентраций электронов и больших <Jас.тот поля [G.s]. 
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скоростей.· В нашем случае 

е е - е 
а=-Е08 + __:__ [vH] =ГЕ)+- [vHJ, 

т . те те 
(2) 

где Е0 - амплитуда электрического поля, 8 = cos (J)t, Н- напряжен­
ность магнитного поля. 

Решение уравнения (1), как обычно, ищем в виде ряда по поли­
номам Лежандра. Ограничиваясь первыми двумя членами, положим 

f(v, t)=f0 (v, t)+vf'(v, t). (3) 
Разложим f' по трем взаимно перпендикулярным направлениям: 

(4) 

г де Г .1 и Г 
11 
-компоненты Г, соответственно перпендику лярная и 

параллельная магнитному полю Н. В случае упругИх соударенИИ [1]: 

а 1 т д (v'1.f0) kT д ( V
3 д/0 ) 

at:fo = v 2 Mdv -J- + Mv2 дv -.l-дv ' (5) 

а f' v f' at v =- v т • (5') 

где l- длина свободного пробега электронов, М- масса атомов газа. 
Подставим (2)- (5') в (1). Приравнивая в полученном результате 
члены при четных; степенях v и усредняя по всем направлениям, найдем 

_!_ ~ { 8 (Г2 + г2 ~) 8} -1- дfо _ ~.!!!.. J._( v 1 f ) + Е_ !_ (~ д.fо) r(6). 
3v2,дv v -L ер 11 дt - v2 М дv 1 о_ Mv2 дv l dv ' t · 

приравнивая же члены при первой степени v и беря : проекции на 
выбранные направления, получаем 

~ -1- i_ дfп е_..!!._ H2w = _.!!__ Ф 
ot v av те 1 l 1

' 
i(7) 

(8) 

(9) 

Легко проверить, что система уравнений (6)-(9) эквивалентна 
уравнениям, nолученным Давыдовым [1

\. 

Б у д ем искать решение уравнений (6)-(9) в виде суммы гармоник 
с частотами, кратными (J): 

f 0 = ~о + ~ F11 cos /uiJt + 011 sin k(J)t = ~ Фkei/u>)t , (10) 
h h 

где 

Аналогично 
"'\1 ,,!ltO>t 

ер= д eph~ ' (11) 
lt 

где 

ш - ~ (f - ig ) = Ф• 11 ' = 1. (q - ir ) = •JJ* Tk- 2 /t /t 1-/1' IJt ;! lt lt •-k' 

~h = ~ (h.h - iph) = ~.:_k. 
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Подставляя (10), (11) в (6)-(9) и приравнивая члены при ei1'"'1, найдем 

1 д 8~ 
ik(j)Ф 1, + в;2 дv {V

3 [Г3_ (?1н + 'f1,+) + Г2л (~lt-1 + ~~~+1)1} = 1if; (12) 

(13) 

(14) 

. е v 
tkc.uФ + - w = -- - Ф 

1 lt те 1 lt l 1 ,,. 
(15) 

Из уравнений (13)-(15) находим выражения для 'f1,, ~/1. и ~",: 

V е 1 
' '' =-те """""'i,.,...k<U--:--1--'1- lf~t' 

!- -- _i_(дФ/t-1 дФI•-1-1) 
'lt - 2v дv + дv i/гы + v ' 

(16) 

/ ' Н те 
г де v = _!!__ • (j) = \.!!__Н 1· 

Таким образом мы получили бесконечную систему JIИнейных диф­
ференциальных уравнений с бесконечным числом неизвестных функ­
ций. Эту систему мы можем разрешить в некоторых частных СJrучаях. 

Очевидно, что переменпае электрическое поле не создает постояrr­
ной составляющей в несимметричной части фуr-пщии распределения, 
т. е. <р0 = 1\Jo =~о= О. Из уравнения (13) тоrда следует Ф1 =О, что, 
в свою очередь, ведет к равенствам rp 2 = ~ 2 = ~2 = О. ЛеГI{Q показать 
.в Абщем случае, что 

Ф1 = Фз = · · · = Ф21t+l =О, tf21< = ~211 = ~211 =О. (17) 

Систему уравнений (12)-(15) можно решать методом последоватеJrь­
ных приближений. В первом приближении пренебрежем всеми гар­
мониками, кроме Ф0 , rp1 , ~1 , ~1 . Из (11) и (16) тогда найдем 

f 
_ _ дФо_i_ 

1 - дv А ' 

. _В дФ0 gl- (ii[• 

где 

е 1 
(т1 = ---(c.ug -v-f) 
1 те ro2 + v2 1 J 1 ' 

е 1 ( if ) r =---- c•J. v 1 mc (1}2 + v2 1 + g 1 , 

(18) 

[2ro2 (1 _ z:)2 + v2 (1 + z:)2 Z = roJ-, 
А = J (1 + Z:) ro~ + \12 ' 

В=!!_ lz-1)/2 

v ro2[2(1- z)2 + v2 (1 + z)2. 

Интегрируя уравнение (12) при k =О, найдем 

Постоянная С определяется из условия нормировки: 

4'!t ~Ф0v2 dv = 1. 

( 1 9) 

(20) 

Таким образом в nервом приближении функция распределения имеет 
:вид 
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f(v, t) = Ф0 + v [r1. (/1 cos(j)t + g1 sin (j)t) + 
+ [Н Г]( ql cos <Ut + r1 sin (j)t) + i~ 11 (/L1 cos (j)t + р1 sin (Jjt)J. (21) 

При отыскании второго приближения необходимо подставить найден­
ное решение в исходные уравнения (12)-(15). Тогда найдем 

· ·2 r + 1 д { з [1'2 1lz t ~Ф2 
l (Jj02 6v2 дv v j_ o/J + 11 <;1]} = аг . (22) 

Отсюда, переходя !( действительной записи, получаем 

2(J)02 + 6~2 dдv {vз [ГlЛ + Г1J hl]} = ~:/; (23) 

2 F 1 д { 3 rгz + г2 .
1
} ао2 (j) 2- 6v2dv V . Jgl 11Р1 = -Тt · (24) 

Ниже будет показано, что при условии (28) правые части этих урав­
нений маJrы. Предполагая малость правых частей уравнений (23), (24), 
сразу получаем приближенные выражения для 0 2 и Р2 , удовлетво­
ряющие условию нормировки на нуль. Эти выражения можно под­
ставить в правые части (23) и (24), чтобы получить второе прибли­
жение для О2 и F2 и т. д. Полученные таким образом решения хорошо 
сходятся. В первом приближении 0 2 имеет вид 

0 :.__1_~ { 3 [ Г5_ Г~1 / J дФо} 
2 12rov2 av v А + ())212 + v 2 • дv ' (25) 

а F2 во втором приближении имеет вид 

р = _1 -~ {vз [вг2 _ ~ _1_ г2 J дФо} _ _!._ ао2 
2 12(J)v2 дv .l. v (J)2 + \12 11 av 2(J) at ' (26) 

где оператор а/ at определяется соотношением (5). 
Теперь необходимо выяснить условие малости F2 и 0 2 по сравне­

нию с Ф0 [так же как и условие малости правых частей в (23) и (24)]. 
так как это условие необходимо для применимости метода последова­
тельных приближений, которым мы воепользавались при определении 
функций Ф0 , ср1 , ~1 , ~ 1 . Заметим, что функция распределения электро­
нов существенно ОТJrична от пуля только в области скоростей v 
порядка средней скорости Vcp = Vcp (Т, Е, Н). Поэтому представляет 
интерес рассмотрение только этой области скоростей. В дальнейшем 
изложении все оценки будем делать именно в этой области значений v. 

Из уравнений (23)-(26) легко убедиться, что 

F2 ~[a+(~YJФo, (27) 

г де v ,-J Vcp· При условии 

(~8) 

0 2 и Р2 будут малы по сравнению с Ф0 , и ими можно пренебречь, 
а п;jj>авые части в (23), (24) будут малы по сравнению с членами, 
стоящими в левых частях. Можно видеть, что nопраВiш следующего 
nриближения к фуrцщиям Ф0 , F2 , 0 2, так же I{ак и функции F4, 0,! 
и т. д., являются малыми высшего порядка по отношению I{ ov / (JJ. 

Таким образом соотношение (28) является условием применимости ме­
тощl nоследовательных приближений. Заметим, что это условие накла­
дывает некоторое ограничение на напряженность nоля, тан как Vep 

зависит от поля. 

1: ., 
'1 

1 :i 
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Оценим: nорядок Vcp в случае, ко г да магнитное nоле. Н =О, а влия­
нием температуры молекул на функцию распределения эJrектронов 
можно пренебречь ~по сравнению с влияни~м электрического nоля Е. 
Пусть также длина свободного Пробега l = const. Очевидно, что 'Vcp 

по порядку величины совnадает с теми значениями v, при которых 

nоказатель эксnоненты в ( 19)- nорядка единицы. Такая оценка дает 
следующее значение Vcp: 

, /(")2[2)2 Г2u [2 w2t2 
'V~p-- v т +~--2-. (29) 

При этом: условие (28) принимает вид 

~: ( 1/ ( ы;Ру+ Г~18 '2 _ ы~/2) ~ ы2 • (30) 

Это условие хорошо выполняется при ы = 107 сек.-1, Е< 10..,1 V 1 см 
,или при ы = 106 сек.-r, Е< 10-2 V 1 см (l = 1 см:). . . . 

Если положить Н= О в формулах (19)-(21), то найденное распре­
деление совпадает с распределением Маргенау [3], который не учитывал 
влияния магнитного поля. Формула, выведенная в работе [5], ошибочно 
не содержит члена Г11 Ml2 /6(c..N2 +v2) в (19) и членов с r

11 
в (21). 

В квазистационарном случае ((J) <{;: 8v; см. [D]) функция распределе­
ния совпадает с фунrщи~й распределения в постоянном электрическом 
поле (нужно только заменить постоянное электрическое поле Е0 па 
Е0 cos (J)t). Чтобы найти функцию распределения в постоянном поле, 
нельзя просто положить в формуJrах (18), (19) (!}=О, как это сделано 
в работеl5J, так как формулы (18), (19) выведены в предположении(28) 2 • 

В постоянном поле (дf / дt =О; 8 = 1) уравнения (6)-(9) прини-
мают вид · 

_1 _Е_ {v3 (Г2 (!i +. Г2 t)} __ 1 .!!!_ _Е_(~ .; ) _j_ kT .!!_ (!!..._ rд fo) 
3v2 av j_' 11 · - v 2 М av l J 0 1 Mv2 дv l dv ' (6') 

_1_ дfо _ !___ H2rlr = _ ..!_ Ф 
v dv те 1 1 •' (7') 

1 дfо _ V t 
VI)V ---,- ... 

е v 
11/С tp = - -,-l~. (9') 

Отсюда 
1 д/0 v 

Ф=------
' v дv 2 + 2' ын \1 

1 е 
Ш=---(D 
т mcv '' 

~ =- J_ д.fо 
V\1 dV' 

f с { r mvdv } 
0 = ехр - J !г Т+ (Г2 Ml /ЗА') + (Г2 MP'j :Зv2) ' 

о J_ 11 
(31) 

А'= ~
2 

(1 + z'), 

Легко убедиться, что эта функция распределения совпадает с распре-
делением Давыдова fl]. · 

1Ylьr пока не делали никаких предположений о зависимости l от 
скорости. В ряде работ [4• 6• 0] принимались в расчет две простейшие 

2 Авторы работы [5] утверждают, что при ы =О полученное ими распределение 
совпадает с распределением, полученным в [7] для постоянного поля, что не соответ­
ствует действительности. 
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возможности: l = const и l = const·v; во втором случае постоянной 
<Jстается частота столкновений v = v f l. При выполнении условиЯ: 

(~~=У ~2 ~ 1, 

распределение ( 19) превращается в максвеJIЛовское [независимо от ви.П.а 
зависимости l ( v)]: . 

<т.' . . ( т .)'/, {'· nzv2 } "'о=' .. ехр ----
2т:k1 эфф 2/гТэфф ' 

(1 9') 

где 

. -'- , [ м ·(Г}_ (1 + z) r~1 ) J Тэфф - Т 1 -1; 6kT cu2 (1 - z)2 + ш2 • ' 

Если число столкновений .постоЯнно,· то распреде·.Ление (19) опять 
превращается в максвеллавекое с эффективной температурой , ... ' _ ~r ГlM(1+z)· . г11 м ] \,, 1, 

,Тэфф- 1 1 + 6kT (ro2(1- Z) 2 + v2 (1 ,+ z)~) + 6kT (ro2 + v2) • (32) 

Предположим, как это делается в работе (4], что v = Vcp f Г, г де l' не 
зависит· от. ,скорости, поля и .температуры, а Vcv есть неr{оторая'ср~дняя 
скорость, выражающаяся через эффективную температуру, например, 
·Следуi~щим образом 3 

(33) 

Тогда эффеюивная температура определяется уравнениями (32) и (33). 
В этом случае распределение (31) совпадает с распределением, полу-

•1енным в работе [4), если в (31) положить Гl! = О (Е j_ Н) 4
• 

3. Распределение электронов в присутствии модулированного 
элеi,трического и постоянного магнитного полей 

И ног да необходимо знать функцию распределения электронов в при­
сутствии элеRтромагнитной волны, модулированной по амплитуде 
{например, при рассмотрении ионосферной кросс-модуляции). Здесь 
следует различать два случая. 

В nервом cJryчae, когда частота модуляции 5 

.Q <Z; ov, (34) 

можно nросто заменить во всех формулах предыдущего раздела 

r на г (1 + f.t cos Ot), так K8J{ условие (34) является усЛовием '1 Rвази­
стационарности. 

Во втором случае, ко г да 
(35) 

необходимо nровести ин-rегрирование системы уравнений (6) '--(9),:" ,при 
этом нужно положить 

. е = cos {i)t (1 + f1 cos Ш). 

3 Заметим, что не существенно, Kai(YJO среднюю Сiiорость мы nодставим в 

.соотношение v = vсрf7,так !(8К вто отразится .только.на вешtчипе 7. 
•4 Формула (25) работы (~] неверна; та!{ как. из нее следует, что температура 

плазмы изменится nри наложении магнитного поля даже n том случае, I(Orдa Е= О. 
5 Соотношение (35) и другие аналогичные соqтнснnения· имеют тот )1\С смысл, что 

и n равделе 2, т. е. они долшны выполняться n области. скоростей nорядка Vcp· 

! 
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Будем искать функцшо расnределения в виде 

j(v, t) = ~ Фп, k e 1"'n, /lt + v ~ cr j_ Cftl, т~+ [Hr] Фл, lt + гll ~ТI. lt) e1"'п,kt' (36) 
11' /~ 11, ,, 

где 
ф 

Cfr1, k = 11-n, -h, 

* t* (~ТI," = Ф-11, -11> ~11, lt = --11, -lt· 

Подставив распределение (36) в систему (6) - (9) и принимая во 
внимание, что 

1 ;." t 1 -1"'1 0t + 
е = cos (J)t (1 + f1 cos Щ) ::::::: 2 е 1

•
0 + 2 е ' 

+ ~ (ei"'l, -lt + e-i""l, -1t + et"'I,1t + e-t"'I,lt ), 

получим следующие уравнения для определения Ф,1,11, Фп,J,, Сfп, "' ~~~. h: 

i(J)п, 11 Фп, ,, -\- 6~2 d~ { V3 [ Г5_ ( o/n-t, h + 9пН, 11 -1- ~ <?п-1, 11-1 + 

+ ·~ <f!1t+I, lt-1 -\- · ~ Cfn-1, 1<+1 + ~ 9n-J-1, h+l) + Гfl (~п-1, /1 + ~n+l, h + 

~ ~ ~ 1 ~ - ~. )]} 
8Ф 

-\- -·2 ~11-1, /1-1 -\- :г ~n+l, h-1-\- :f ~11-1, 1<+1 Т 2 ~n+1, l!-j-1 - Bt > 

где 

1 1 
~~~. 1' = - 2v iы + v Ln, 11·' 

tt, k 

-\- n-.l, lt-1-l + п+1, 11-1 • дФ . дФ ) 
av dV 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

Будем искать решение системы (37)- (40) методом последоватеJIЬ-
ных приближений. Далее мы будем предполагать, что выполняется 1 
условие 

(41) 

В первом приближении аренебрежем в L11 1, всеми Ф11 1, кроме Ф0,0 • 
Тогда из (38)- (40) найдем [используя при этом условие' (41)]: 

1 дФо,о ( 1 . ) 
<?1,о = -2~ А+ tB , 

1 дФо о v-icu 
~.1,0 = - 2v ~ 00~ + v~ , ~1, -1 = ~1,1 = ~ ~l.O• (42) 

,1, е >.~- ioo 
'fl1, lt = -те 002 + v2 9п, k, . 
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г де А и В имеют те же значения, что и в предыдущем разделе. 
Интегрируя уравнение (37) при n =О, k = О, находим 

11 

Фо о = С ехр {- ~ mvdv } ( 43) 
' 0 !г Т+ [Г~1_ Ml (1 + v.2/2}/6A] + [Г~ Mt2 (i+!L2f2)JO(ыzt2 + v2)] • 

Для определения Фо,з, Ф0 , 2 , Ф2 ,0 , Ф2 , ±1 , Ф2, ±2 в nервом приближе­
нии имеем следующие уравнения: 

iUJo,l Фо,l + 6~2 :v { V
3 

[ Г3_ ( ?-ц + ?1.1 + ~ 91,о + ~ 9-1,о) + 

+ гf, ( ~-l,l + ~1,1 + ~ ~1,0 + ·t ~-1,о )J} = a~~~,l ; 

i(uo,2 Фо.2 + 6; 2 0~ { v 3 [r3_ ( ~ ?ц + } 9-ц) + 

··2 ( fL !1- )1} ~Фо,2 . +I11 2 ~1.1+ 2 Е-1,1 =-а1-, 

iUJ 2, ±l Ф2, ±1 + 6~2 д~ { V
3 

[ Г3_ ( ?1, :!:1 + ~ Сfз;о) + 

+Г~ (~1. ±1 + ~ ~1,о)]} = аФ~; ±1; 

(44) 

(45) 

(46) 

(47) 

· I 1 д { з [г2 1.1. 1,2 i.J. t ]\ I:IФ2, +2 
tы2, ±2 1 >2. ±2 + uv2 дv l V J. 2 91, :1:1 + 11 у 'r, :tз f =----а( · 

Чтобы найти коэффициенты при cos UJn, 1i и sin UJn, 11 t в функции 
распределения, нужно перейти от комплексной записи н: действитель­
ной и учесть соотношения, аналогичные соотношениям (1 О) и (11 ). 
Тог да с точностью до членов порядr<а (ov / .Q) Фо,о найдем 

+ Гft (!t1, -1 + kt,t + f-Lh1.o)JJ =О; (48) 

OFo,I =О; (49) 

200о,2 + 6; 2 fv { ~ v3 [Г~L (/r, -1 + /ц) + Г~ (/tз, -·1 + hц)]} = О, (50) 

20F0,2 = О. (51) 
Отсюда 

.., 1 1 д { ( Г3_ Гft l ) 3 дФ0 , 0 } 0 ----.- -- LV -.-О,1- О 3v2 dv А + ro<a /2 + v2 f · dv ' 

Оо,2 = {- Оо,1, Fo,l = Fo,2 = О. 
(52) 

Аналогично находятся функции F2, 0, О2,о и т. д. в первом приближении. 
Эти функции малы по сравнению с Ф0,о; Go,1 и Оо,2 в силу усJювия (41'). 
В случае, когда нет магнитного поля (Н= 0), nервый член разложе-

---------------------- ---·~··--
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ния (52) по степеням Г~ совпадает с решением, приведеиным в [9
) 

( стр. 355) для слабого электрического поля. u 

Первое неисчезающее приближение для фующии Fo,1, Fo,2, Fo,~r 
и F. rюторые будут иметь порядон: (ov / 0)2 Фо,о. можно найти, если 
под~~:авить в уравнения (37)- (40) найденные функции Фо,о• Oo,l и Go,z 
и иренебречь остальными Ф11 , lt· Приведем полученные таким образом 
формулы: 

Fo,IJ. = fo Fo,s· (56) 

Здесь оператор В j Bt определяется соотношением (5). Выпишем также 
функции 0 0,3 и 0 0,4, имеющие в первом неисчезающем приближении 
порядок (ov J 0)3 Ф0,о 

1 1 д { s ( Г3_ Гfll ) ( (.1.2 дFo,l дfo,z 
Оо,з = за Бv2 дv v А+ (,)зzз + v2 Т~ + fL 7iV + 

+ 1 +1:... ~+1:...~ +-~ ( 2) дР 2 дF )} 1 ВР 
, 2 . av '• дv за at • (57}. 

(58} 

Функции ·cpn, ,", ~п. п, ~~~. lt легко найти из соотношений (38)- (40), под­
ставляя ту да найденные функции Фп, п. Функции Fo,1, Оо,1, Fo,2, Оо,<г 
и т. д., I(ar< видно из соответствующих формул, нормированы 
на нуль. Нормировке, следоватеJiьно, нужно подвергать толы<о функ­
цию Фо,о· 

В заключение выражаю глубоr<ую благодарность С. А. Жевакину 
за руrшводство и nостоянный интерес к работе, а также В. Л. Гинз­
бур,гу, который nросмотрел рукопись и дал ряд ценных уr<аааний. 
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К КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ СВЕТЯЩЕГОСЯ ЭЛЕКТРОНА. IV 

А. А. Соколов и И. М. Тернов 

Находится выражение для 1шантовых поправоi( к траектории движения реляти- · 
вистекого электрона в аксиально-симметричном магнитном поле. 

1. Как было показано в ряде работ, посвященных теории <<светя­
щеrосю) электрона [1- 3), излучение электромагнитных волн элеr<троном, 
движущимся в магнитном поле, становится особенно интенсивным при 
больших скоростях движения. Радиационные потери энергии есте­
ственным образом ведут к соr<ращению радиуса орбиты. 

Квантово-механичесr<ое рассмотрение проблемы показывает, что 
помимо сокращения радиуса орбиты излучение возбуждает радиаль­
ные колебания электрона (эффект отдачи при излучении), которые 
приводят к уширению траектории. Эти вопросы для случая движе­
ния электрона в постоянном магнитном поле (Н= const) были иссле­
дованы нами в предыдущих работах по квантовой теории светяще­
rося. электрона [4-а). 

В настоящей работе, lпользуясь методом, разработанным в [4
-

6
], мы 

обобщаем наши результ1аты на случай несднородного магнитного поля 
с осевой симметрией, когда магнитное поле вблизи устойчивой орби­
ты изменяется по закону 

(1) 

При этом наши старые результаты можно получить, полагая q = О. 
Составляющие вектор-потенциала А удобно выбрать в виде: 

А.~:= - yHQjrrJ (2- q), A.v = xHQ/rq (2- q), Az =О. (2)1 

Пренебрегая величинами порядка 1i2, мы можем не учитывать спиновые 
эффекты, т. е. можем воспользоваться релятивистским сr<алярным вол­

новым уравнением 

(3) 

г де Е- энергия электрона, а т- его масса покоя. В дальнейшем мы 
ограничимся исследованием движения электрона в плоскости его орбиты 

1 Кш' известно, вблизи плосi(Ости орбиты z =О не должно существовать внешних 
токов, создающих магнитное nоле, т. е. должно соблюдаться условие rot Н= О. Это 
достигается, если мы учтем, что вектор-потенциал А зависит от z: 

А --- у Но . (1 + q (2- q) z2) А = ХН о (1 + q (2- q) zя) 
х- rq (2- q) 2r2 ' У rq (2- q) 2r2 

' 

Тогда леп(о покаэать, что 

rot Н lz=O = О. 

rlpн z = О выражеiше (2а) переходит в (2). 

А~ =0. 

(2n) 
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вращения, когда решение уравнения (3) следует искать в виде: 

eu'~' riJiCi![ ( ) 
~ = 1г21t' V Е r и r . 

(4) 

В этом cJiyчae радиаJiьные функции и tюрмируются па единицу 

со 

~ u2 (r) dr = 1. (5) 

о 

Азимутальное число l в интересующем нас случае должно принимать 
большие целые значения (l ::?> 1). 

Волновое уравнение для определения радиальных фунrщий прини-
мает вид: 

и''+ j(r) и= О, (6) 

где 

(7) 

·c=eH0 jc1i(2-q), а u'=dufdr. 

Разложим далее функпию f(r) в ряд Тейлора в окрестности ее 
максимума 

f' (а)= О. (8) 

Из последнего условия мы найдем выражение для величины радиуса 

устойчивой орбиты 

[ 
1 ]1/(2-q) 

а=---y(1-q) 
(9) 

(при выводе этого соотношения мы опустили 1/ 4 в (7) по сравнению 
с l 2

). 

Ограничиваясь в указанном разложении членами, nропорциональ­

ными х2 = (r- а)2 , найдем, что функция а удовлетворяет дифферен­
циальному уравнению 

(10) 
где 

_ f( ) _ Е2 - m2c4 
2 ( 2 )2 2(1-tJ) 

а - а -- c2ft2 -"( - q а ' 

),2 = --}!''(а) = 12 (2- q)2 (1 - q) a-z''. 
(11) 

Со сравнительно больtпой точностыо мы можем nринять, что величи­
на х изменяется в nределах от - оо до + оо, поэтому (10) тожде­
ственно совпадает с уравнением, оnисывающим колебания гармони~ 
ческого осциллятора. Нетру дно определить частоту Q радиальных 
колебаний электрона около стационарной орбиты из соотношения 

(12) 

где Р· = Ejc2
- релятивистская масса элеi<Трона. Из формул (11), (12) 

следует, что nолученное выражение для 

(13) 

совпадает с известным результатом работы l7], полученным на основе 
классической теории. 

f 
' 
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2. При помопщ выражения (9) можно леп<о показать, что в слу­
чае отсутствия излучения радиус а б у дет оставатьсн постоянной ве­
личиной Снезависимо от значения маrнитrюrо поля) только в случае 
выполнения условия Видерое. В самом деле, заметим, что согJJаспо 
известному адиабатическому пришщпу Эренфеста квантовое число l-l 0 
должно оставаться постоянной величиной таюке и в том случае, rшг да 
магнитное поле меДJrенно нарастает с течением времени. Из уравне-
ния (9) находим _. 

.:!__ = d(l--10) = .!!_ еа2 [н ( ) _ J:_ Н ( )] 
fit dt dt cti а 2 а • (14) 

где Н (а) и Н (а) представляют собой соответственно магнитное поле, 
а тан:же его среднее значение на устойчивой орбите 

а 

а2Н(а) = 2\ H(r) rdr + '2cblo, 
.) е (15) 
о 

причем постоянная величина зависит от закона изменения магнитного 

поля вне области стационарной орбиты. Из (14) следует, что только 

при условии Н (а)= 1/ 2 Н (а) радиус а может иметь одно и то же 
значение при любых изменениях величины Н0 • 

3. Из волнового уравнения (10) находим собственные значения 
энергии и собственные функции, характеризующие радиальные коле­
бания [см. также [4], формула (45)]: 

~ = 2s + 1, 

Е= cn J/(2- q) ~q[2z +a2-q qy + (2s + 1) у1- q J + m2c21i-2
, (16) 

Us = ... 
4
/-::;:, ,г 1 e-(Л{2)(r-a)'Hs (Y'i:(r- а)). (17) 

Jl те r 2s s 1 

Здесь Н~,.- полиномы Чебышева- Эрмита, а s =О, 1, 2, ... - радиаль­
ное квантовое число. 

Воспользовавшись собственными функциями (17), нетрудно найти 
вьiражение для квадратичной флуктуации радиуса, характеризующей 
ширину траеr<тории: 

со "" 

~2 = х2 = ~ x2u;dr ~ ~ х2и ;dx = sf2r', (18) 
О -оо 

где 

Значение для ~2 в случае постоянного магнитного поля (q =О) пере­
ходит в выражение ~2 = s f 2j, установленное нами ранее [0

]. 

4. Найдем круговую частоту излучения (J)v,v' и вероятность Wv,v'• 

характеризующие переходы электрона из состояния l, s в состояние 
l', s' ('1 = l-l', '1' = s- s'), сохраняя при этом лишь члены порядка 

'12 
/ l. Тогда 

(19) 

4 ШЭ'!'Ф, М 1, 
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Здесь W~ . ."·- интенсивность излучения, 

2 ( тс2 )з 
У=зv т· 

'V2 1 
х = 2 (2- q) v 1- q у, 

'() 

Шо =а' (21) 

а фуrжция Is, s•(х)связана с полиномами Лагерра Q~; (х) соотношением 
x:~'l2e-.r/2 , 

fs,s•(X) = (-1)"'. -v·s! s'! Q~·(X). (22} 

Нетрудно заметить, что интенсивность излучения (20) отличается; 
от соответствующего классического выражения (в данном приближе-
нии) наличием множителя 1:. s•, который, как мы неоднократно поr~а­
зывали (см., например, [0]), при суммировании по всем r<онечным 
радиальным состояниям s' обращается в единицу. Поэтому в данном 
приближении 

Wv = 2} Wv,v' = WJшacc· 
~· 

(23} 

5. Определим далее квантовым способом выражение, характери­
зующее изменение радиуса орбиты вследствие излучения. Заметим, 
что при одном переходе r<вантовое число l изменяется на величипу 
/J..l

1 
= l' -l =- v. Умножая последнее выражение на w~ .• ·dt и сумми­

руя по всевозможным переходам, получаем изменение dl в течение 
времени di: 

(24) 

Отсюда, принимая во внимание, что 

e{H(r,t)_H(r t)}=-eдr даН(а,t) МдЕ (2Б) 
. 2 1 а da = - а да 

(см. [3]), где /J..r = r- а, а таюr<е соотношения (14) и (15), получаем 
выражение для радиационного сокращения радиуса, известное из н:лас­

сичесr{QЙ теории (см., например, [3
] стр. 260): 

6.r= -- - F c,:/i 2 ( е2 )з а2В3 (а) 1 
3 mc2 mce (1 -q) w' 1 ( ), 

(26} 

где 
у 

1 \'. 3{ у 2 } Р1 (у)= slny .) sш4 zdz = 8 siny - cos у- 3 siп
2y cos у . (27) 

о 

В последнем случае мы предполагаем, что магнитное поле Н медлен­
но нарастает со временем 

Н= В siп (J)'t, Е= Е0 siп (J)'t, (J)' < (J)o = v 1 а, 

т. е. магнитное поле остается практически постоянным за время од­

ного оборота элеюрона. 
6. Для случая постоянного магнитного поля (q =О) нам~;~ было по­

казана [6
], что квантовые поправки к интенс~;~вности излучения и 

сжатию радиуса по сравнению с классичесi<ими величинами имеют 

порядоr< (Е 1 mc2) 2 (1i 1 mca), т. е. на фоне больших соответствующих 
классических величин они могут стать заметными лишь в обла-

ет~.· энергий, сравнимых с Бt, = mc2 (mca fn) '1•. В связи с этим осо­
быи интерес, с точки зрения ~;~сследования !<Бантовых поправоiс, пред-

1 
r 
1 
t 
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ставляет вопрос об изменении ширины траектории (квадратичная 
флуктуация радиуса), которая характеризуется радиальным квантовым 
числом s. 

В самом деле, как видно из формулы (18), при адиабатическом 
увеличении магнитного поля Н (а) величина s должна оставаться без 
изменений. Поэтому квадрат ширины траектории ~2 должен умень­
шаться (см.l7]) обратно пропорционально Н(а), поскольку согJшсно (18) 

~2Н(а) = scnf eVI=q = coпst. 

Однако, как нами было показано в случае постоянного поля, начи­

ная с энергий порядка Бt, = mc2 (mca / !z)'1• возможны чисто квантовые 
переходы с изменением радиальпого числа s. Эти переходы должны 
приводить (в противоположность классической теории) к увеJrичению 

ширины траектории~. причем квантовый эффект уширения траекто­
рии уже при сравнительно низких энергиях Е= а/::,', 1 ,. (сх около трех). 
начнет перекрывать классическое сжатие ширины траектории. Этот 
эффект уширения траектории соответствует увеличению амп.литуды 

радиальных колебаний вследствие отдачи при излучении фотонов. 
С<Jответствующие формулы для увеличения ~2 были получены на­

ми при рассмотрении движения электрона в постоянном магнитном 

поле [6J. · 
В настоящей статье мы обобщаем эти формулы на случай 

магнитного поля, обладающего аксиальной симметрией, адиабатически 
изменяющегося со временем. 

В этом случае согласно (18) и (20) имеем 

, 55 е2 ( Е )6 dt ds=- vw ·di=-·--- --~ v, v 48V3 тсг2 mc2 (1- q) '/.' 
"•" . . 

(28) 

. где v' = s- s'. Кроме того, мы приняли 130 внимание соотношение, 

. характеризующее изменение величины А~2 при излучении одного фо­
тона с энергией АЕ: 

(29) 

которое, повидимому, останется справедливым при действии на электроr-i 
сил по направлению касательной к его траектории и других мгновенных 
сил. Отсюда получаем выражение, хараr{теризующее изменение ширины 

траектории 

(30) 

г де с~0 , Е и а представляют собою соответственно значения для 
начальной скорости, энергии и радиуса. Последнее выражение при 
q = О дает изменение ~2 для СJiучая постоянного магнитного поля, 

найденное нами ранее [0
]. 

В частности, при увеличении энергии по заr<ону Е= Е0 sin N't 
квантовое уширение будет равно 

е = ~ _1_· - ~ ___!!:__ ( !:,~. )5 __!_ р (N't) 
кв 48V3 (1 - q)2 те те а mc2 ()}

1 2 
· ' 

(31) 

4* 
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где 

1 -У 
Р. (\') = ~ \' sin 11 zdz = 2 .J siпy j 

о 

1 { 5 15 о ;>, о '1 • '} = -.- 16 у - G!. SШ 2у -1- (:;;,- SШ 4у - 192 SШ 6у . stny 1 Jl 
(32) 

Максимальное значение для Р2 мы поJrучим, полагая <JJ
1i = r.:/2. В этом 

CJryчae Р~rакс = Р2 (тс/2)'= (5/32) те, 
Из формулы (30) видно, что с увеличением энергии первый член, 

который может быть noJryчeн методами класси•Jеской теории, дает 
уменьшение квадрата ширины траеюории, обратно пропорционалыюе 
энергии; второй же член, r<оторый может быть получен лишь мето­
дами r<вантовой теории, . наоборот, дает уширение для веJшчины ~2 , 
пропорционалы-rое Е5 • 

Мос1ювс1шй государственный 
университет 

Поступила n рещнщию 
2:3 марта 1954 1'. 

Примеч.щше при tсорршстуре. В только что пояnиnшейсн статье Сандса (Pl1ys. 
Rev ., 97, !ЛО, 1955) иссJJедуется влияние квантовых флуктуаций на радиаJIЫIО-фазовые 
l<олебапия в синхротроне. Подобный механизм квантового rюзбуждения радИ<lJJЫIЫх 
Маi<рuскопических 1шлебапий был рассмотрен нами в ряде габот по квантовой тео­
рии светящегося эJJектрона (см., например, [0]). Окончательная формула Сандса (2:3) 
может быть получена из пашей формулы (18) (ДАН СССР, 97, 82:3, 1()54) или из 
формулы (30) настоящей статьи. ecJJИ ограничить действие более сплы1ых по сум­
марпому эффекту бетатронных колебаний, J< J<оторым пеносредстnешю применима 
наша теория, временем затухания радиалыrо-фааовых КОJiебаний синхротрона, по­
скольку это времн затухания меньше времени полного ускорении электршюв. 
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2
, В монографии [9

] дана подробная литература, свяэанная с раэnитием J<лассичс­
Сj{ОЙ теории светящегося элеюрона. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРЕДЕЛА УСТОЙЧИВОСТИ 

Н. 3. Фишер 

Вып.4 

I-Ia основе общей теорин, разzттоИ в [1], дан крптериi1 устоi1<mnостн однородной 
фазы. Проведен анаJшз осношrых свойств систем вбJшан нpeдcJIЫihlX точек устойчи­
вости. Рассмотрены дnа примера применешш критерия устойчивости. 

1. Критерий устойчивости 

Определеrые границ устойчивости однородной фазы, в частности, 
жидкого состояния представJrяет собой одну из важнейших задач 
статистичесrшй термодюiамиr<и моJiекуJшрных систем. В связи с теорией 
кристаJIJшзации этот вопрос рассматривался в работах Тябликова [2] 

и BJiacoвa 1а1. Однако «критерии кристаJrлизацию>, данные в этих 
работах, ошибочны. Здесь мы Ht> можем подробно па этом останавли­
ватJ,ся, но достаточно указать, что теория Власова приводит к поло­
жительны!\! значениям dv J dT вдоль кривой кристаллизации (см. рис. 4, 
стр. 19Н, [а]), что явно противоречит :жсперименту ['1]. Аналогичная 
трудность возникает и в теории ТяблИI(ОВа. 

В данной статье будет показсшо, что задача о пределе устойчивости 
однородной фазы может быть решена в общем виде, исходя из теории 
жидкоr·о состояния, основанпой на изучении радиальпой функции 
распределения. Ниже везде используются резуJrьтаты и обозначения 
предыдущего сообщения [1]. 

Мы будем исходить из основного резу.'IЬтата работы [1], согласно 
которому абсолютный предел устойчивости однородной фазы при 
заданной темю~ратуре Т определяется как край сплошной полосы 
спеrпра собственных значений объемного параметра ), в уравнении 
Богошобова для радиа.пьпой фующии распределения g (1·), при «граничном 
условию> ,. (g И- 1) ->О при r---'7 оо. Это приводит I( следующему 
критерию устойчивости однородной фазы: предельное значение ), =),о 
есть такое значение параметра ),, при rштором корень уравнения 

н ('() = 1 U- >О) (1) 

с наименьшей по абсоюотной величине мнимой частью оказывается 
вещественным, т. е. 

Iш {/1 {t-0)} =О, (2) 

но существует такая окрестность оЛ точки ), 0 , что 

1 Im {')'1 ().0 + Ы.)} 1 >О. (3) 

При этом в окрестности о),, где выполнено (3), фаза ·еще устойчива. 
Возможны два случая: 

1. Условие (3) выполнено только по одну сторону от ),0 , т. е. 
возможно тОJJько 0), >О или только Ю, <О. Тогда мы имеем <<r-юрмалыrую)> 
предеJrыrую точr<у типа кристаллизаriии, испарения иJrи газовой конден-
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сации, когда однородная фаза возможна только при меньших (больших) 
шютностях и певозможна при больших (меньших) плотностях. 

2. Условие (3) выполнено по обе стороны от ).о. Точка ).о есть 
изолированная неустойчивая точка на изотерме. Это есть неустойчи­
вость типа критической точки. 

В (1) обозначено (см. [1]): 

а 

L(r)= ~I<(z)e1Yzdz; ).=21ta3 jv; (4) 
-а 

IJ 

I<(z)=1J2 ~ (e-Ф(t)JkT)'u(t)(z2 -t2)dt. (5) 
1 z 1 

Поскольн:у в L (·r) в rшчестве параме;ра содержится температура Т, 
то условия (2), (3) определяют ), 0 = ).0 (Т) или по (4) определяют 
предельную линию устойчивости системы на ее v- Т плоскости: 
v = 'Uпр (Т). Тогда при помощи известного выражения для давления [5

], 

которое в наших обозначениях имеет вид 
а 

~~ = 1 + ~ ~ (е-Ф (г) 1 k7)' и (r) r 3dr, (6) 
о 

мы можем найти также и предельную линию устойчивости системы 
на ее р- Т плосн:ости: р = Pnp (Т). Эти линии на v- Т и р- Т 
плоскостях системы определяют абсолютный предел устойчивости 
однородной фазы (т. е. газа или жидкости), иными словами, определяют 
предел ее возможного существования, включая метастабильные (пере­
гретые и переохлажденные) состояния. Линии равновесных фазовых 
переходов, т. е. границы относительной устойчивости, определяются, 
I<ar< всегда, сравнением химических потенциалов различных фаз. EcJJИ 
р; (r) известно, то последняя задача не вызывает принципиальпых 
трудностей (см., например, [6]). Мы бы хотели, однако, отметить, что для 
про:::тейших систем типа аргона, для которых толы<О и примепима теория 
жидкостей в излагаемой форме, знание абсолютных границ устойчивости 
системы дает одновременно и достаточно точное знание линий фазовых 
nереходов, поскольку для этих систем области метастабильных состоя­
ний сравнительно узки. 

Оказывается, что условия (2), (3) приводят к суш.ествоваr-шю nре­
дельных точек двух типов, отличающихся между собой тем, что 
при Iш {'Yl О·о)} =О окажется одновременно либо R.e {j1 ().0)} =О, либо 
Re {rl (/,о)}:=/= О. Анализ этих случаев проводится ниже раздельно. Как 
и в [1], мы ограничиваемся анализом лишь в той мере, в какой это 
возможно без фактического решения нелинейнаго уравнения Боголюбова 
для g (r), исходя лишь из знания поведения g (1') при r __",. оо. 

2. Предельные точ1ш первого типа 

Если L (r) тан:ово, что L (О)> О, то может ОI{азаться, что r 1 (1.0) =О, 
причем согласно (1) само ).0 тогда равно 

Л0 = [L (0)]-1 • (7) 

r 
1 
1 
1 

Это оnределяет Л0 (Т) или 'Uпр (Т). Отсюда петрудно получить таl{же 
и общее выражение для р = Pnp (Т). Интегрируя (4) по частям и учи- lf! 
тывая (5), нетрудно получить выражение 

а 

L (О)= - 2/ 3 ~ (е-Ф /l~ту n (r) r3dr. (8) 
о 
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Поэтому имеем из (6) 

pv / kT = 1 - 1/ 2 ЛL (О) 

.и, сравнивая с (7), находим 

(рv)пр = 1/ 2 kT. 
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(9) 

(10) 

Рассмотрим теперь малую окрестность оЛ точки /, В cиJry четности 
К (z) имеем L' (О)= О, и уравнение (1) запишется о· 

(\ + оЛ) {L (О) + 1/2 L" (О) li + ... } = 1. (11) 

Считаем поиа, что L" (О)==!= О и пренебрегаем зависимостыо L (О) от Л, 
которая имеется из-за наличия а (t) в К. (z) по (5). Ниже будет показано, 
что при малых 1 эта зависимость несуществеr-ша, и уравнение (1 1) 
·точное. Учитывая (7), мы из (11) для малых ал и j 1 находим 

1 п/ 2 
'11 (Л) = 7:; V ·L'' (О) (1.0 - 1.) . (12) 

Обозначим, как в [1], r1 =: ~1 + irx1 . Тогда возможны два слуtiая: 
1. L" (О)< О. Из 12 имеем, что 

(13) 
если ). > ),0 , 

СогJrасно замечанию к уравнению (3), в соответствии с общей теорией [1] 

мы имеем в (13) предельную точку типа границы переохлажденного 
пара: фаза существует при ). < ).0 , и фаза невозможна при /, > /,0• 

2. L" (О)> О. Тогда о:1 и ~1 в уравнениях (13) поменяются местами, 
и мы имеем в этом случае предельную точr<у типа границы переrретой 
жидr~ости: фаза существует при ), > ).0, и фазаневозможна при ). < 1.0• 

Таким образом предельные точки рассматриваемого типа таковы, 
что по одну сторону от них (см. [1]) 

g(r) = 1 + At e-lct,Jr (r~a) 
r 

(устойчивые состояния), по другую -

g (r) = 1 + ~1 cos (~1r + 31) (r~a) 

(14) 

(15) 

{абсолютно неустойчивые состояния). В самой предельной точr{е 
«1 = ~1 =О. Функция g (r) вида (14) постулирована в теории крити­
чесrшй опалесценции [7- 9]. Ей соответствует отклонение плотности 
свободной энергии от равновесного значения при флуктуациях числа 
частиц, равное 

(16) 

{см. ([l.D)), где <р- относительное уплотнение, причем rx.~B пропорцио­
нально (-др J дv)т. Так как при Л~ ).0 имеем rx1 ~О, то в самой пре­
дельной. точке имеем (- дрfдv)т =О, в соответствии с общей термо­
динамической теорией предельных точек (см. [10

]). 
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Таюпн образом, предеJr устойчивости однородпой фазы, опредеденный 
условиями (2), (3), саnпадает с общим термодинамическим опредеJI~­
нием предела устойчивости, так r<ar< вдоль линии Р = Рпр (Т) оказываен:я 
(-др 1 д·ZJ)т = О. 

Покажем теперь, что (дL 1 д).)л" = О, и, следоватеJrыю, уравнение 
(11) точное. Из (4), (5) имеем. 

cr а rт . 

( д!.) = 2\ (д!() dz = \' dz r (е-Ф (t) /l•T)' (дll (t)) (z2 - i 2) dt (17) 
дЛ "1=11 ~ д/.. Л, J J д'Л 1·• 

11 (J 1 z 1 

и интегрированием по частнм, анаJiоrично (8), находим 

( 18) 

Правая часть здесь тождествешrа, в силу (6), с выражением 

-2[а~ {~~-(~~-1)}]/,=Л, =~[а~ ( 1~~ -v)]пр' (19) 

которое по вычислении оказывается равным нулю, если учесть ( 1 О) 
и то, что (-др(дv)пр=О. При этом существенно, что обращение 
в нуль (-дpfдv)n11 вытекает из (14) и (16) пезависимо от того, учтен 
ли В (11) Ч.lleii С (дL f д·() ИЛИ пет. 

Рассмотрим в закшочение особый случай, который появляется при 
L" (О)= О. Тогда в (11) надо учесть дальнейшие члены разJЮЖС!!ШI, 
что дает 

(Л0 +о).) {L (О) + 1/ 2,1 L (!V) (О) ri + ... } = 1. (20) 

Учитывая (7), находим отсюда, что 

4,! :С4 
Т1 (Л)= }! л~zJ!V)(П) U·o- ),). (21) 

Допустим дJIЯ определенности, что L (IV) (О)< О. Тог да при ). < /.0 нее 
четыре значения корня в (21) будут r<oмплerccirьre, так что C'l. 1 (i.) =/."О, 
и эти состояния устойчивые. При ). > ).0 среди корпей (21) имеются 
два чисто вещественных, для которьiх а1 ==О, и два чисто мнимых, ДJШ 
J(Оторых C'l.1 ().) =F О. Следовательно, паименьший по абсолютной веJrичине 
мнимой части корень б у дет т 1 (),) с о:1 ~О и это состояrrие неустойчиво. 
Легr(О видеть, что аналогичное положение окажется, если L (IV) (О) = О, 
но L(VI) (О) =f= о и т. Д. 

Таким образом, предельные точки рассматриваемого первоi'О типа~ J 
·г. е. определенные (7), тtшовы, что они всегда нвлнются границей 
раздела двух областей состояний системы- устойчивых и неустой-
чивых. Изолированные неустойчивые точки здесь появитьсн не могут, 
и, следовательно, термодинамическая особенность типа критической 
ТОЧI{И (см. выше, конец раздела 1) не может быть предеJIЫIОЙ точr<ОЙ 
первого типа. Особое значение этого обстоятеJiьства б у дет впосJн~дствии 
обсуждено отдельно. 

3. ·· Пример системы с предельными точками первого типа. 
Сублимация 

В качестве примера системы, nриводящей к предельным точi<ам 
рассмотренного типа, возьмем систему точечных притягивающихся 
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частиц, мсжм~леrсулярный потенциал r-со·;орых может быть изображен 
прямоуголыrои потенциальной ямой, так что 

Ф (r) = -е при г.:;~ 1; Ф (г) =О при r > 1. (22) 

Единицr~~ дJiины здесь бе~размерные; а в (4) есть тогда ширина потен­
циалыюи нмы, а cr = 1 (точнее, cr = 1 +О). При этом 

(е-Ф (r) 1 hl')' =_(ее f ltl' _ 1) 0 (r _ 1). 

)Iдро К (z) и его фурье-изображение L (r) равны соответственно 

К (z) = 1
/ 2 Eu (1) (1 - z2), 

L (·r) = 2Еи (1) ·(3 (siп·c- ·r cos ·r), 

(23) 

(24) 

(25) 

где обозначено Е :с:=:: с• f т,т- 1 >·О. Разложением в ряд по степеням ·r 
находим, что 

L(0)= 2/:JEn(l)>·O; L"(0)'"-· 2/ 15 f.u(1)<:0. (26) 

Отсюда ясно, что уравнение (1) имеет решение ·r =О типа точю1 газовой 
конденсации при 

(27) 

Ниже б у дет н оказано, что все остальные ре шенин vравнения (1} 
с а().)= О для нашей системы приводят к большим значеи~ям плотности, 
чем (27) (см. ниже раздел 5). Если поэтому двигаться вдоль оси /. от 
/.=О в сторону возрастающих ),, то решение '( ().) уравнения (1), 
обращаюшееся в точке /, 0 по (27) в нуль, действительно обладает при /. < /,0 наименьшей по абсолютпой величине мнимой частью, т. е. оно 
есть '(1 (J.). Поэтому ).0 из (27) д~:йствительно определяет предел устой­
чивости нашей системы, и с учетом (4) имеем 

Vпр (Т)= <i~ав (е• 1 l<T -1) zt(l). (28) 

Предельное давлепи е по (1 О) равно 

Pnp (Т)= ЗkТ /81ia3a(l) (е•/111' -1). (29) 

Для знания точного вида vпr (Т) и Рпр (Т) надо еще знать зависимость 
u(l) от /, и Т, т. е. u(1; J,; Т), для чего требуется знание точного 
решения неJшнейного уравпенин Боголюбова для g· (г) или и (г). Но, 
посколы<у оказывается, что все г да и. (г),...._, 1, то приближенно можно 
в (2~) и (29) отбросить множитель и. (1). Это тем более верно для 
низн:их температур, н:огда (в j kT) 2> 1. Тогда Vnp (Т) велико (сильно 
разреженный газ), и равенство и (l) ~ 1 вьшоJшяется с очень большой 
точностью, так как для идеального газа и (1') =~ 1. Таким об'разом при 
(в 1 kT) ~ 1 можем записать 

<1щ1з . ЗkТ 1 .. 
v (Т)~ --е•/111'· р (Т)=--. е-е /!1 
пр 3 ' пр 811'а 3 • 

(30) 

РассмотреннаЯ система, несмотря на ее крайнюю схематизацию, 
может служить моделью реальной молекулярной системы, если плот­
ность последней достаточно мала. Действительно, пренебрежение сr~лами 
отталн:иванин между частицами, действующими на очень малых рас­
стояниях, допустимо, если среднее расстояние между частицами 

! вeJIИI<O. Одновременное пренебрежение силами nритяжения недопу­
J стимо, так I<ак тогда не будет причип для потери устойчивости, что 
~:';. 

" '· 
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противоречило бы свойствам реаJiьных систем. Так как по (28) случай 
малых плотностен соответствует низю1м температурам, то можно 
полагать, что соотношения (30) достаточно точно описывают предельную 
линию устойчивости реальной газовой фазы при низких температурах, 
например, ниже тройной точки; Pnr (Т) есть тогда давление сублимации. 

То, что уравнения (30) вполне приемлемы количественно, видно 
из следующего nримера. Для аргона тсt\шература и давление в тройной 
точке равны соответственно 83° К и 0,68 атм = 66,7 ·103 абс. ед. EcJIИ 
затем взять для в 1 kT в тройной точке :·шuчение 1,43, I<ак это следует 
из значения потенциала Лепнарда-Джuн..:а l11], то из (30) находим для 
радиуса действия межмолекулярных сшr велисшну а= 7, 7 ·10-8 см, что 
примерно вдвое иревосходит диаметр атома аргона и является вполне 

приемлемым результатом, хотя, возможно, несколы<а завышенным. Но 
надо учесть, что действительное давление в nредельной точi<е на 
изотерме Т= Ттр заметно больше, чt~м Ртр' и поэтому более точная 
оцею<а для а оказалась бы меньше уt(азанной величины 7,7 ·Io-s см. 

Заметим в заключение, что получешнн2 нами давление Pnp и объем vnp 
хорошо согласуются с соответствующими величинами, рассчитанными 
для равновесной сублимации [12] 

(2n":;2) '/я 
п (Т)=-=- e-s 1 l!Г· (pv) :..:::: kT 
rсубл V.kT ' . субл • (31) 

г де v есть среднегеометрическая частота собственных колебаний кри­
сталлической решетки. 

4. Предельные точ1ш нтороrо типа 

Мы будем называть предельную точку /. = 1.0 , определенную по 
(2), (3), предельной точкой второго типа, если Re {"(1 , (1.0)} +О. 

Рассмотрим неr<оторое значение )., ~Jiизкое к ).0 и удовлетворяю­
ш.ее условию (3). Обозначим "(1 = ~ + ia (индекс 1 опускаем). При )., 
близr<ам r< 1.0 , а мало, и можно иаписат.ь . 

L(r)={L(~)- ~ L"(~)+ ... }+i·z{L'(~)- ~ L"'(~)+ ... }. (32) 

В силу четности функции !( (z) окажется, что L (~), L' (~) и т. д., 
согласно (4), чисто вещественны. Подставляя (32) в (1) и отделяя 
действительную и мнимую части, nоJiучим 

I.{L(~)- ~
2 

L"(~) + ... } =1, (33) 

L' (~)- ~
2 

С'(~) + .... =О. 

В самой nредельной точке а= О и, сJrедовательно, 

(34) 

Эти уравнения и определяют предельную точr<у второго типа. Tar< I<ак 
L (~) содержит в качестве nараметра температуру Т, то отсюда на­
ходим предельную линию устойчивости системы на ее /.- Т ИJIИ 
v- Т плоскостях: ). = 1.0 (Т) или v = 't'пр (Т), а nри nомощи (6) находим 
также предельную линию устойчивости системы на ее р- Т nлоскости: 
Р = Pnp(T). 

Рассмотрим теперь поведение а(!.) и ~ (1,) вб., ;Рзи предельной точrш. 
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Полагая Б (33) ), = ),0 + о), и ~ = ~о + о~, получим 
U·o + Ю,) { L (~о) + (дLjд/,)0 о!,+ 1/ 2 L" (~0) ((о~)2 - tX2) + ... } = 1, 

(дL' (~)/дl,)о о/,+ L" (~0) о~- (1Х2/6) L"' (~ 0) + ... =О. 
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(35) 

Будем сч"итать, что L" (~0) =1=~0. Решая тогда получающуюся систему 
уравнении относительно а и о~, получим для малых ал 

(36) 

Таким образом, в окрестности предельной точrш Л0 (со стороны 
устойчивых состояний) всегда имеем 

(38) 

Что же I<асается tX (i.), то возможны два случая: 

1. L" (~о) и 1 + ).~ (дLfд/,) 0 противоположных знаков. Тог да одпород­
·ная фаза устойчива при ), < 1.0 (а1 ::f= 0), и однородная фаза невозможна 
при ). >).о (1Х1 == 0). Мы имеем предельную точку типа газовой r<ан­
денсации ИJIИ кристаллизации. 

2. L" (~0) и 1 + ).~ (дLjд/.)0 одинаковых знаков. Тогда однородная 
фаза устойчива при ). > ),0 , и однородная фаза невозмQ2кна при /, < ).0• 

Мы имеем предельную точн:у типа испарения. 

Особые случаи возникают, когда L" (~0) =О или 1 + ).~ (дL / д),) 0 = О. 
·Они связаны с критической точкой. Ввиду важности и особенного 
физичесr<ого интереса, который представJiяют эти случаи, они будут 
·специально изучены в отдельном сообщении, и теперь мы их рассмат­
ривать не будем. 

Таким образом, предельные точки второго типа ТШ{ОВЫ, что по 
~дну сторону от них 

g· (r) = 1 + ~e-1"· 1 r cos (~lr + ol) 

{устойчивые состояния), по другую 

g (r) = 1 + ~1 cos (~lr + о) 

(r> cr) (39) 

(r > cr) (40) 

(абсолютно неустойчивые состояния). В самой предельной точке IX1 ().(}) = 
=О, но ~1 (1.0) =F О. Наряду с этим возможны и особые случаи, отмечен­
ные выше, ко г да точка /, 0 является изолированной неустойчивой точкой, 
и по обе ее стороны справедливо (39). 

Очень важен вопрос о термодинамических свойствах системы вблизи 
предеJrыюй точки. Но, к сожалению, теперь, в отJiичие от случая, 
разобранного в раздеJiе 2, наш метод, основанный лишь на изучении 
nоведения g (1·) при r..,.. оо, почти ничего не дает в это:м отношении. 

Если воспоJiьзоваться, J{BK это обычно. делается, соотношением 

00 

lщ \ 2 d kT 1 
v.) (g (r) -l)r r = v2(-др/ дv)т- ' ( 41) 

о 
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то отсюда будет вытекать, что в предеJIЫ!ОЙ точке (- дрjдv)т =О, в 
соответствии с термодипюvшчеСI{ОЙ теорией [L0]. Но кю<- мы видеJш 
в [1], соотношение ( 41) нельзя считать обоснованным в окрестности 
про. д ельной точки. Очень возможно, что этu соотношение в виде ( 41) 
ИJIИ с небоJiьшими изменениями действительно справедливо, однако 

доказательство этого представJiяет весьма тру дну н_, зада чу. 

Рассмотрим в заrо1ючение вопрос о распределении предеJIЫIЫХ 
точек на оси ) .. При ), ---;.·О, J<aJ< мы видели, все 1 cx,~l--;· оо. При росте). 
первая предельная точ1ш б у дет nсег да типа газовой конденсации или 
кристаллизации. EcJIИ затем а1 ().) нигде не перестает быть равным 
нуJiю, то мы имеем случай, изображенный на рис. 1, а. Однородная 
фаза возможна тоJiько на участке О<),<::: /.f11J (на рисунке заштрихо­
вано). Это соответствует поведению реальных систем при Т>· Ткr ИJIИ 

Т·< Ттр· Однако возможно, что 
сх1 (/.), равное нулю на пекотором 

участке ).~11 J -~ ), <П~J, затем ока­
зывается опять отличным от ну­

ля, и при этом ).b1J лежит Jieвee 
nервого ну.тш сх2 ().). Этот случай 
изображен на рис. 1, б. Спектр 
собственных значений параметра /. 
состоит теперь из двух сплошных 

ПOJIOC 0 ~). ),~~) И ):~J) ), <J ~/), 
0 ~caa~~G(L.\..m:"J-,;.:;_~..;;+_;;:в...::~---""• г д е о днородная фаза воз- · 

А. можна. Это соответствует пове­
дению реальных систем при 

Ттр Т< Т,ср· Левая поJюса со­
ответствует газу, правая- жид­

кости. Заметим, что для ясности 
мы ввели на рис'. 1, б обозначе­
ния не в полном соответствии с 

общей теорией, так как при тех 
),, где Jcx1 J>Ja~J (см. рисунок), 

/ {/ 

0~~~~~~~~~~.";:&..;;;___~ меньшему помер у "( 11 соответству­
А. ет большее 1 a

11
J. Строго говоря, 

Рис. 1 
СJiедовало бы на этом участке 

переименовать сх2 н а1 , и наобо­
рот. 

Положения точек 1.~1J, 1~) и 1.~2 ) на оси ), зависят от температуры. 
При изменении последней может случиться:, что точки 1.\;) и -).~1 J сов-· 
падут. Это соответствует, очевидно, критической температуре, а плот­

ность }, = ).~1> = I\1
1
) есть плотность жидкости в Jфитической точке. 

Может_ СJiучиться таюrсе, что при изменении температуры совпадут· 

точ!{и ).~1 J и l.i12J, что соответствует, очевидно, тройной точке (вернее, 
ее аналогу на линии предела устойчивости, так как буквально 'rpoii- · 
ная точка лежит на линии равновесного фазового перехода). 

5. Пример системы с предельными точками второго типа 

Рассмотрим задачу об определении минимального объема, при 
!{ отором система большого числа твердых невзаимодействующих ша- -
риков диаметра а, находящихся в <~тепловом движению>, может еще 

быть однородной (т. е. неупорядоченной). Эта задача была решена. 
ранее другим способом ра-15), и эдесь мы ее приводим в целях ил­
люстрации развитой выше теории. Но следует отметить, что правиJJЬ- · 

1 
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ный резулътат бы.JI поJiучен в [1а- 15] не безупречным образом, а именно: 
предельное значение ).о, имеющее смысл Маi<СимаJiьпой возможной 
шюп-юс:ги системы, было получено из анаJшза приближенного урав­
нения, снраведJIИвого лишь для малых плотiюстей, и поэтому неJiьзн 
быть уверенным, что это /. 0 сохранится при nереходе r< большим 
плотностям в более строгой теории. 

В безразмерных единицах длиriы для Ф (r) имеем 

(J>(г)=+оо, если r<I; Ф(r)=О, если r>I, (42) 
тат< что 

( ·-Ф (r)/ltT) 1 ~ ( 1) е =от- , 

~и число cr равно 1 +О. Далее по (4) и (5) находим 

l((z) = 1/ 2 u(l) (z2 - I), 

L (/) = 2п (1) ·г3 (·r cos ·r- siн ·(). 

(43) 

(44) 

(45) 

Так как L (О)-:-.- 2Ja n (1) <О, то предельных точек первого типа нет и 
··r ==1= О. Основные для отысi<ания 1. 0 уравнения (34) запишутся в· виде 

2).u (1) ~-з (р cos ~·_:_ sin ~) = 1, 

[3-1 ((3- [32) sJ.n ~- 3[3 cos ~)=О . 

. Задача сводится н: решению трансцендентного уравнения 

Его решения равны , 
tg fJ = Зр/(3- р2). 

{ 
3 ' 9 81 '1701 } 

Pll = nrr. 1 - (tm)2 - (fl1r)4 - 5 (tm)6 - :[6 (flr:)B -- . ' ' 1 

(46) 

(47) 

(48) 

лричем n = 2,3,4, ... Это приводит, согласно первому из уравнений 
{46), к результату 

(2/ ( ) ) ( 1) 11 { ( ) 2 9 43 4991 } ,и, 1 /1 = - lt'it -2-8 (1111')2 -112 (tzr:)4- ...• (49) 

Чтобы определить нужное значение n, замечаем, что все нечетные 
n отпадают, r<ак приводящие r< отрицательным плотностям. Среди 
четных n надо выбрать то, которое дает наименьшее /. 0 (рис. 1, а). 
Это определяет выбор n = 2, так что 

(2; (1)) 4 2 g 4Э 4991. - 34 812 
t.U нр = r. - 2 -- 32 r;2 - 'l7927t4 - • ' ·- ' ' (50) 

Если воспользоваться резу ль татами прямоrо LJИСJiенного интегриро­
вания уравнения Боголюбова для g (r) рассматриваемой задачи (15J, то 
окажется, что при 2).a(l) = 34,8 значение u(l) равно 2,90, что при­
водит по (4) к следующему значению пределыюrо объема: 

Vnp = (7ta3/3) = 2v0, (51) 

где V 0 есть объем одной частицы-шариr{а. Предельный объем от тем­
пературы не зависит. По (6), (33) и (51) находим предельное давление 
равным 

Рпr (Т)= :JA kT 
Vo 

(52) 

(<<кривая плавJiению> системы твердых невзаимодействующих шариков). 
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В заключение отметим, что уравнения рассмотренпой в разделе З. 
задачи, если в них формально положить Е= -1, переходят !3 только 
что рассмотренные уравнения. В связи с этим становится очевидным 
сдеJшнное в разделе 3 без доказательства утверждение, что (27) дает 
наименьшее значение Л0 , при r<отором a,l =О. Действительно, полагая 
в (49) n = 3, 5, 7, ... , мы придем к большим, чем в (27), значениям 
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ОДНОРОДНОЙ ФАЗЫ. Ш 
ТЕОРИЯ КРИВОЙ I<РИСТ АЛЛИЗАЦИИ 

II. 3. Фишер 

Дано теоретическое обоснование· эыпирического вакона Симона для давления 
вдоль линии плавления простых вeiНC't"I в. Проведено срапнение теорип с опытом. 

1. Введение 

Наиболее важной и физичL'Ски интересной задачей теории устой­
чивости жидr<ого состояния яв.пяется иссJrедовапие потери устойчи­
вости жидкости в связи с ее кристаЛJшзацией. Это- проблема <<теории 
I\Сристаллизацию> или <<теории пл:звления.>>. Для простых веществ типа 
аргона существует эмпиричесr{щ~ уравнение Симона, дающее уравнение 
<~кривой плавлению> на р -- Т п.посrтсти в виде [1) 

Рnл (Т!=--- А+ BTm, (1) 

справедJrивое с достаточной точностыо в очень широкой области тем­
ператур и давлений. Здесь А. В, т- постоянные величины. Наnример, 
для аргона 

А= 3000кrfсм2 ; В=' 2,73 кrfсм2 (rpaд.)m; tn = 1·,288.. (2) 

Более поздние ЭI\Сспериментuльпыс исследования nодтвердили справед­
ливость уравнения Симона [2·:'1. 

Главной задачей <<теории кристаJIJrизаuию> должно быть теорети­
ческое обоснование уравнении (1 ). В работе [4] дана физическая интер­
претаuия уравнения (1) в тер;.шшах известной теории nлавления [5•6], 

рассматривающей плавление как разупорядочивание <<бинарного сплава>> 
атомов и дырок. Поскольку фиаические основы этой последней теории 
сомнительны, то по существу уравнение (1) остается теоретичесr{и не 
обоснованным. 

В настоящем сообщеi1ии б у дет поr{азано, что задача о теоретиче­
ском обосновании эмпирического уравнения (1) может быть решена 
при помощи теории предела устойчивости однородной фазы, развитой 
в (7,8). 

2. Предел устойчивости оююродной фазы в инверсивной модели 

Рассмотрим систему частиц с межмолекулярным потенциалом вида 

(3) 

(<<Инверсивная модель>>). Зде1.~J, е- постоянная размерности энергии, 
а0 -nостоянная размерности длины, n- некоторое число, которое 

будем считать достаточно бо,,rьшим. Введем безразмерные длины, 
выбрав в качестве единицы ,zшины веJшчину а= а0 (4в/kТ) 11п, так что 

r (kT)1 f't 
г-+р,=- 4- . 

ац_ ,. 
(4) 
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Тогда 
e-Ф(r)/I<.T = e-J 'Р", 

. а параметр Л. общей теории [7•8] равен 

. _ 2тщз _ 2na~ ( lte: ):1/n 
л- v - v kT . 

(Б) . 

(6) 

Далее, ядро 1( (~) интегрального уравнения, определяющего ход ради­
альной функции расnределения g (р) на бе·..:коиечности, окажется рав­
ным (см. (7]) 

00 

.!((~) = 1/2 ~ (e-l/P11)' и (-с) (С2 __ "2) d"C. (7) 
1 ~ 1 

Если число n достаточно велико, то функция (е-1/Р 11)' имеет резкий 
маl{симум возле точки р = 1 и очень быстро исчезает для всех остаJIЬ­
ных р. Кроме того, интеграл от этой функции, взятый от р =О до 
р = оо, равен, очевидно, единице, так что имеет место соотношение 

(е-I/Рп)' __,.о (р- 1), если tz -> оо. (8) 

Если n Iсонечное, но достаточно большое, то в nервом приближении 
можно в (7) заменить (e.:-1 fP'

1 
)' через о-функцию, и в итоге nолучим 

!((С)~ 1/ 2 n (1) (~2 -1), если ~ ~ 1, 

К(С) ~О, если t> 1. 
(9) 

В таком приближении ядро К (С) совnадает с ядром 1( (z) задачи о 
твердых невзаимодействующих шариках, nодробно рассмотренной в 
[ 8], так что можем сразу наnисать 

(2Лп(1))пр = 34,81; (n (l))пр = 2,90 

(см. [8]). Воспользовавшись (6), находим тогда, что 

. па~ ( 4е:)з/п 
Vпр (Т)~ 3 kТ . 

Далее, для давления имеем по общей теории 

(10) 

(1 1) 

(12) 

так что, согласно (10), (pvfkT)np = 6,80 и при nомощи (11) находим 

, ~ 20,1J (kT)l+З/n 
рпр (1) ·--' -11"-а-~ '---(t..:...le:-)3..,.../n- (13) 

Уравнения (11) и (13) исчерпывающим образом оnисывают предел 
устойчивости однородной фазы в инверсивной модели при больших 
значениях tz. При n __,. оо полученные уравнения, как и должно быть, 
переходят в точные выражения задачи о твердых шариках. Получен­
ный. результат доnускает ЭJiементарную физическую интерпретацию [9]. 

Частицы, согласно (3), обладают свойством собственной сжимаемости, и 
их эффективный диаметр, т. е. наименьшее расстояние, на которое 
могут сблизиться две частицы, зависит от энергии сталкивающихся 

-·-·- -~--- --·-- -----
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сать 

частиц. Очевидно, что для э'1)<1)ектив 1.1ого '-1 :1 диаметра аэФФ можно напи~ 

что по (3) дает нам 
(14) 

Сlэфф ~ Clo (4rz/kT)11n; (v0)эФФ ~ 'Vo (4sjkT)M. (15) 

Так как длн шариков постояr-шоrо собственного объема v
0 
имеем 

по l8
] Vпр = 2v0 , то из (15) находим 

(16) 

т. е. прежний результат. Отсюда и из уравнения <щривой плавлениЯ» 
системы твердых шарюсов PnJJ = (3,4fv0) kT (см. [8]) вытекает элемен­
тарное докаэатеJiьство соотношенмя (13). 

3. Переход ~< реальным система/\1· и сравнение с, опытом 

Рассмотренная модель ОТJJИт.iается от реальных систем главным 
образом тем, что в пей не учтены межмолекуJiярные силы притюке­
ния. Последние можно было бы учесть, если взять вместо потенrщ­
ала (3) часто применяемый потенциаЛ вида 

(17) 

г де добавлен, по сравнению с. (3), член с ,.-в. Сколько-нибудь строгое 
решение задачи для такого· потенциала связано с весьма большими 
математическими трудностями .. Однаrю задача может быть приближенно 
решена, если учесть в качестве главного члена в (17) тольио оттал­
rшвание, а затем ввести поправl{у на притяжение. Это совершенно 
оправдано при высоких температурах, когда . кристаллизация (и тем. 
бoJree абсошотная потеря устойчивости жидrсости) происходит nри. 
очень боJrьших давлениях, так что плотность частиц оказывается также 
очень большой. В таких условиях силы отталr<Ивания частиц (сильно 
сжатых внешним давлением) играют главную роль, а притяжение­
второстепенную. 

В э·том случае главным членом для давления на пределе устойчи­
вости жидкости явится (13), и к н~му надо .добавить поправну на 
силы притяжения между частицами. Эта поправr<а есть, очевидно, 
«внутреннее давление>> .жидь~ости, отрицательное по знаку, так что 

20 " ( t 7')1-i-3/11 
(Т)~ -J (нн) J +-'-~ .;.,..'1.__,__,_,,-,--Рпр - р па~ (4e:)31n ' 

(18) 

Что касается самого внутреннего давления, то при тех больших ,плот­
rюстях, которые имеют место при кристаллизации ,(и тем бoJiee на 
пределе устойчивости), оно окажется слабо зависящим от темпера,туры. 
В первом приближеним его можrю, принять равным постоянной ве.Jiи-

. 3 
чине, и тогда соображения размерности приводят к оценю~ р<nн),..._..(е/'а0}. 
Тан:им образом получаем оиончательно 

е: 20.4 (krjl+зln 
Рпр (Т):::::;-"( а~ +-п-а-~ '-(-4е:'-)-::-;3/ __ 11_ '- (19) 

где ·r- некоторый безразмерный коэффициент порядиа ·единицы. 
Прямое сравнение теории с опытом невозможно из"-за отсутствия 

количественных данных о ходе предельной линии устоичивости пере­
охлажденных жидкостей. Но можно· полагать, что различие в ходе 

5 ЖЭТФ, ». t, 
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этой линии и линии равновесного фазового перехода жидкость- кристалл 
несущественпо, по rфайней мере, для жидкостей типа аргона. Тогда 
появляется возможность интерпретировать резуJrътаты (11) и (19), как 
относящиеся к Iсривой rфисталлизации, и сравнить их с опытными 
данными. Как известно, потенциал (17) наилучшим образом соответ­
ствует опытным данным для сжатых газов при n -----10 -+-12 [10]. Для 
а0 и s изучение второго вириального коэффициента приводит, напри­
мер для аргона, к значениям [10]: 

а0 = 3,50·10-8 см; s = 13,9·10-15 эрг, если n = 10, 

а0 =3,41·10-8 см; s=16,5·10-15 эрг, если n=12. 
(20) 

Воспользуемся этими данными для проверки теории, считая (11) и (19) 
относящимися к кривой плавления. 

Д а н н ы е д л я д а в л е н и я. Прежде всего, очевидно, что тео­
ретическое выражение (19) для температурной зависимости PnJ, 
совпадает с эr<спериментальным законом (1). Для постоянной т в (1) 
находим 

т= 1 + ! = { 1,30, если n = 10, 
n 1,25, если n = 12, 

(21) 

что очень хорошо согласуется с опытными данными (2). Для н:оэффи­
циентов А и В в (1) имеем 

(22) 

Подстапавка значений (20) приводит тогда к оценке величины r...._.7-+-9, 
что является вполне удовлетворительным. Наконец, численная оценr<а 
для В оказывается равной 

В = { 3,47 кr/см2 (град.)1 • 30 , если n = 10, 
4,54 кгjсм2 (град.)1 • 25, если n = 12. 

(23} 

Совпадение с опытными данными (2) по поряюсу веJrичины оказыва­
ется хорошим, но численные значения несколько завышены. Частично· 

(vж)ПJ! .to•• см' 
т• к 

аксперrнrент 

83,9 4,63 
126,3 4,33 
162,0 4,20 
193,1 4,14 

Таблица 1 

(vж)пр·10'8 см' 

теория 

11=10 
1 

11=12 

7,20 6,41 
6,39 5,82 
5 'g;, 5 ,1;9 
5,53 5,24 

это может быть объяснено за счет 
того, что ( 19), строго говоря, отно­
сится к предельному давлению 

переохлажденной жидкости, кото­
рое и должно быть больше давле­
ния равновесной кристаллизации. 

Данные для объема. Срав­
нение теоретичеСI<оrо результата 
(11) с опытными данными для объ­
ема жидкости при равновесной кри­

сталлизации дано в табл. 1. Второй 
столбец таблицы рассчитан по дан­
ным [11]. Третий и четвертый столб­
цы рассчитаны по (11) с учетом 
(20). 

Таким образом мы видим, что теория верно описывает общий ход 
изменения предеJrыюго объема жидкости и дает верную оценку пре­
дельного объема по порядку величины. Численно объем рассчитанный 
по теоретической формуле, оr<азывается несколько эавь;шенным. 

1 

1 

-· ) 
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. д а н н ы е д JI я (pv). Э~сп~риментальные данные для r<ривой 
плавления приводят к линенпои зависимости от температуры вели­
чины [(р +А) vJпл, где А есть <<внутреннее давJiение» из (1): 

[(р + А) V]nл = СТ. (24) 

В этом петрудно убедиться при помощи чисJiенных данных из [11]. 
Развитая выше теория приводит I< такому же выводv. Из (11) и (19) 
находим, что по теоретической оценке должно быть • 

[(р +у~) v] = 6,8 kT. 
ао нр 

(25) 

Сравнение r<оэффициентов при Т в правых частях (23) и (24) приво­
дит I< их совпадению по Порядку величины, что ясно из уже сделан­
ных оценон: для р и v. 

4. Обсуждение результатов 

Результаты сравнения теории с эr<сперимептом поr<азывают, что 
инверсивная модель может быть припята в качестве первого прибли­
жения для описания свойств кривой плавления реальных жидкостей. 
Заранее ясно, r<ar< уже отмечалось в начале раздела З, что инверсив­
ная модеJIЬ непригодна при низких температурах и должна ОJ{азаться 

тем лучше, чем выше температура. Это подтверждается данными 
табл. 1. Остающееся расхождение в численных значениях объемов 
Vп.11 и Vnr можно, по крайпей мере частично, объяснить тем, что 
наряду с поправкой на «внутреннее давление>> для Рпр (Т) следовало бы 
ввести поправr{у такого же происхождения для Vнр (Т). Физически 
очевидно, что это уменьшит чиСJiе~-шые значения Vпр и тем самым 

улучшит согласие с опытом. 

Источi-IИI<ОМ неточrюстей в численных оцен!{аХ результатов теориff 
является также и то, что значения а0 и е заимствованы нами из 

данных для не сильно сжатых газов. Пользование этими данными 
для жию<астей, вообще говоря, неправильно, тан: каr< <<Jюлле:ктивное 
взаимодействие>> частиц в жидкости приведет к тому, что взаимный 
потенциал пары частиц в жидr,ости ОI{ажется не таким, каr{ИМ он 

был бы для изолированной пары частиц. .-
Поэтому в итоге можно утверждать, что развитая в [7, 8) общая · 

теория предела устойчивости однородной фазы в основном правильно 
отображает свойства кривой плавления (r{ристаллизации) реальных 
систем. 
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ДВУХКОНФИГУРАЦИОННОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 
ДЛЯ ДВУХ НИЗШИХ КОНФИГУРАЦИЙ АТОМА БОРА 

Г. Н. Цюнайтuс и А. П. Юцис 

. Приведевы решения уравнений самосогласованного поля без учета rшантового 
обмена для rсонфигураций 1s22s22p и 1s22s23s атома бора. При помощи этих решений 
определены значения полной энергии как в одноконфигурационном, таrс и в двухконфи­

rурапионном приближении 1s22s22p 1t3s1- 1'-1s22pk+ 2Зs1-k (k = 1, 0). Приведевы выра­
жения для специфического смещения энергии и полной силы дИПОJШ в двухконфигу­
рационном приближении. При помощи решений уравнений самосоГJшсованного полн 
без учета rшантоnого обмена определены эффект массы, полнан сила диполя и 
веронтность перехода для перехода 1s22s23s -1s22s22p как в одноrсонфигурационном, 
·так и двуХJ(Qнфигурационном приближении. 

1. Введение 

Настоящая работа посвящена применениш мпогоконфигурационного 
прибJшжения I< двум низшим конфигурациям 1s22s22p и 1s22s23s ато­
ма бора · при nомощи решений уравнений самосогJшсованного поля 
·без учета · rшантового обмена. Способ рассмотрения, приведенный 
в [1}, по,казывает, что пока мы испоJJьзуем одноэлектронные волно­
вые функции, определенные в одноконфигурационном приближении, 
многоконфигурационное приближение практически сводится к двух­
I<онфигурационному . приближению 1 s22s22pl'3s1-k-1 s22p''+zзsl-n, г де 
'k= 1 и о. . 

в качестве исходных функций для решения уравнений самосогла­
сованного поля без учета r<вантового обмена использованы приближен­
нЬrе решения длн. основной конфигурации, приведеиные в [2]. Для 
обеих r<онфигураций решение доведено до степени самосогласован­
rrости 'У/= 0,0015 (ер. формулу (2,8) работы [3]). Ортанормированные 
решеник приводятся в табJr. 1. Ортогонализация выполнена при по­
мощи формул (2.2) и (2.3) работы [4], причем значения Еонстапт Сiп 
вr<лючены в табJI. 1. 

2. Численное определение энергии 

Недиагоналыrый матричный элемент энергии, соединяющий· иссле­
дуемую конфигурацию ls 2 2s2 2pl'3s1-lt с учитываемой Is2 2ph-l-23 sl-lt, 

можно представить в следующем виде: 

Е12 = ( -1)1'+1 V 
3 

3 k О1 (2s, 2p)l2 N2 (ls, ls)12 N'' (2р, 2р) 12 N1-1t(3s, 3s)
12

, 

k == 1, О. (1) 

Здесь радиальный интеграл 0 1 имеет то .же самое определение, r<ar< 
и в (3. 7) работы [1

], а N (nl, nl)1j совпадает с C11uj, определенным в 
(3.4) р'Вботы [1]. Диагональные матричные элементы энергии выражают­
ся общеизвестным методом через радиальные интегралы /, F и О, 
определения которых также приведсны в [11. 

'1 

-1 , 

11 
1 
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Таблица 1 

Ортанормированные решения уравнений самосогласованного nоля без учета 
!{Бантового обмена для двух низших конфигураций атома бора -

1s'2s•2p 1s'2s•зs 
r P(fsl!') 

1 

P'(2slr) P'(2plr) P(2slr) 
1 

P'(3sjl') 

0,00 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,000(} 0,01 ()' 1976 0,0339 0,00026 0,0371 0,0061 0,02 0,3761 0,0645 0,00102 0,0706 0,0117 0,03 0,5367 0,0921. о ,00225 (),1006 0,0167 
0,04 0,6810 о, 1167 0,0039 о, 127.'> о ,0211 0,06 0,9255 0,1579 о ,008!; о, 1728 0,0289 0,08 1 '1187 о, 1899 0,0142 0,2n79 0,0:350 0,10 1,2684 0,2139 0,0213 0,2340 0,0394 0,12 1,3815 0,230[} 0,029/t 0,2525 о' 0!!2/! 
о, 111 1 ,1;637 0,2417 0,0383 0,2643 о, 0!112 0,1() 1, 5197 0,2472 0,0479 0,2702 0,04G'l 
О, 18 1,5539 0,24.81 0,0.582 о, 2711 0,0453 0,20 1,5700 0,24.50 0,06!Н 0,2678 0,0447 0,22 1 ,5711 0,2385 0,0804 0,2607 о' 043!± 
о ,21± 1,.5599 0,2290 0,0922 0,2502 0,0416 0,2{) 1,.5387 0,2169 0,1043 0,23G8 0,0393 
0,28 1 'ыю.з 0,202.5 о' 1166 0,2209 0,0367 
0,30 1.,Ю33 о' 1861 о, 1292 0,2028 0,0337 
0,32 1,4323 О, 1В81 0,1M\J о, 1830 0,03011 
0,34 1,3875 () ,148(i 0,15/й 0,1()17 0,026!} 
0,36 1,3398 о, 127!) 0,1675 О, 1389 0,0231 
0,38 1,2901 о' 1062 о' 1801! о, 1150 0,01!)1 
O,MJ 1 '2391 0,08В7 о, 193!1 о ,СЮ03 о ,0111!} 
0,42 1,1874 0,0606 0,2063 о, 0()48 0,010G 
O,IJI± 1,13.55 0,0:170 0,2191 0,0388 0,0062 
о,м; 1,0838 0,0129 0,2319 0,0123 1), 0()18 
0,1!8 1,0326 -0,0115 0,2М6 -0,0141; -0,0027 
0,50 0,9824 -0,03(J1 0,2572 -0,0413 -0,0073 
0,52 0,9333 --0 ,Oli07 0,2697 -0 0682 -о ,0119 
о, 511 0,885.5 -0,0853 0,2820 -о:о952 -0,0164 
0,5U 0,8390 -0,1098 (),2941 -0 '1221 ---0,0209 
0,58 0,7941 -0,131;1 0,3060 -0'1488 -<1,<1251t 

' 0,6() <1,7r.i10 -0,1582 0,3:!77 -0,17.52 -0,0299 
0,6r.i о' 61;!)9 -0,2172 0,3461 -0,2306 --0 ,0~111 
0,70 () 5598 -0,2737 0,372f) --0,3011 -0,0.516 
0,75 o:4soo -0,327.3 0,3f!81 ---0,2593 -0,0613 
0,80 () ,1;()99 -0,377fJ !J,421B -0 ,/;138 -0 0704 
0,8.5 o,:иss -0 424'1 0,!L4iИ -(),11(1!11 -0:0788 
0,90 0,29.50 -0:4670 0,40:15 -0,5101 -0,0864 
0,9.1 0,2505 -0,5061 O,!L819 -0,5518 -0,0!132 
1 '()() 0,2115 -0,5411± о ,/1985 -0,5892 -0,0992 
1,05 о, 1781 -0,5730 0,5135 -0,6221± -0 ,10/!lt 
1,10 о' 1497 -0,6011 0,5270 -0 6514 --0,1089 
1,15 о' 1256 -0,6255 0,53ШJ ---0: 6761± -0,1126 
1,20 о, 1053 -0,6466 о, 51;96 --0,6978 -0,1151; 
1,25 0,0882 -0,664(] 0,5588 -0,7155 -0,1175 
1,ЭО 0,0737 -0,67f)(j 0,5667 -0,7297 -0,1189 
1,35 0,0615 -0,6В18 о ,57311 -0,7407 -0, 1'197 
1/10 о ,05'11; -0 7011! 0,5790 --0,7488 -0,1198 
1,45 0,0429 -0:7086 0,5836 -0 7542 -0,1192 
1,50 0,0358 -0,7135 0,5872 -0:7570 -0,118() 
1,55 0,0299 -0,7161± 0,5898 -0,7575 -0,1162 
1,6 0,0250 -0,7173 0,.5916 -0,7560 -0,1.139 
1,7 0,0174 -0, 711±2 0,.5929 -0,7472 -0,1079 
1,8 о, <1121 -0 7051± 0,5915 -0,7321 -0,1001 
1,9 (),0084 -0:6920 0,5878 -0,7120 -0,0906 
2,0 0,0058 -0,671;9 0,5822 -0,6880 -0,0797 
2,1 0,0040 -0,6549 0,5750 -0,6610 -0,0675 



Г. К. Цюпайтис и А. П. Юцис 

т а б JI и ц а 1 (продолжение) 

is'2s'2p 1s•2s'3s 

r P(lsl!') 

1 1 

P'(Зslr) P'(2sl1') P(2pJr) P'(2sJr) 

2,2 0,002S 1 -0,6327 (),5664 -0,6320 -0,0543 
.2,3 0,0019 -0,6090 0,5.566 -0,6017 -0,0402 
.2,4 0,001:1 --0,581±1 0,5459 -!1,5705 -0,0253 
2,5 о,ооов -0,5587 0,5344 -0,5390 -0,0099 
2,6 0,0007 -0,5330 0,5223 -0,5076 0,005\i 
2,7 0,0005 -0,.5073 0,5097 -0,4767 0,0222 
.2,8 0,0003 -0,4818 о ,lt967 -0,41165 0,0389 
2,В 0,0002 -0,4566 0,4835 -0,4172 0,0558 

3,0 0,0001 -O,ItЭ19 О,Lй01 -0,3889 0,0729 
:1,2 -0,3851 0,4430 -0,3360 0,1070 
3,4 -0,3414 0,4'159 --0,2882 0,1404 
3,6 -0,3012 0,3891 -0,245() о,1728 
3,8 -0,26Lt8 0,36ЭО -0,2082 0,20Э7 

Lt ,0 -0,2320 О,3:л7 -0,1758 0,2330 
4,2 -0,202() о, 313/1 -0,1478 0,2603 
Lt,l± -0,1764 (),2902 -0,1237 0,2853 
Lt,6 -0,1533 0,2682 -0,1032 0,3081 
4,8 -0,1330 О ,2Lt73 -0,0859 0,3285 
l:i,O --0,1152 0,2277 -0,0713 0,3464 
5,2 -O,(J99fi (),2092 -0,0591 0,3()20 
5,1± -0,0850 0,1919 -!1,0488 0,3752 
.5,() -!1 ,07/10 !1,1758 -0,0402 0,3860 
5,8 -0,0636 0,1609 -0,0331 О,Э\И7 

{i,O -0,05116 0,1470 -CJ,0273 O,L10·lЭ 
(j ,5 -О,ОЭ71 0,1167 -0,0169 0,4097 
7,0 -0,0252 0,09HJ -0,0104 о ,407() 
7,5 -0,01.70 (),0720 -0,00611 О,Э974 
8,0 --0 ,0'115 0,05(31 -0,0039 0,3810 
8,5 -0,0078 () ,01±35 -0,0024 0,3600 
9,0 -0,0052 0,0336 -0,0015 0,336:[ 
9,5 -0,0035 0,0259 -0,0010 0,3105 

10,0 -0,0024 0,0198 -0,0006 о ,28112 
10,5 -0,001(j о' 0151. -0,0004 0,2581 

11 -0,001'1 0,0115 -0,0002 0,2327 
12 -0,0005 0,0067 -0,0001 о' 1857 
13 -0.0002 0,0039 о, 1452 
н -0,0001 0,0023 о' 1116 
15 -0,00005 о ,0(]13 0,0841i 
1fi 0,0008 0,0632 
17 0,0005 о, 04(i9 
18 0,0003 0,034(i 
'19 о' 00015 о, o2ri1 

20 О ,00008 0,018'7 
22 0,00003 0,0102 
24 0,0055 
26 С12 = 0,0431 с12=0,0472 0,0029 
28 С13 = 0,0151 0,0015 
эо с23 = 0,119 0,0008 
32 0,0004 
31! 0,0002 

1 

В качестве одноэлектронных волновых функций учитываемой н:он­
фигурации мы используем соответствующие функции исследуемой 
конфигурации. При таких условиях 

N(n!,nl)1J=l. (2) 

i 
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Кроме того, в I(ачестве функции Р(2р 1 r) конфигурации ls2 2р2 Зs мы 
используем значения соответствующей функции конфигурации ls2 2s22p. 
Тш(ое использование обосновано тем, что учитываемая r\'онфигурация 
является ответственной лишь за поправr(у к энергии, которая мала 
по сравнению со значением полной энергии. Поэтому изменение по­
правки на несi<олько процентов влечет за собою мало заметное изме­
нение в значении полной энергии исследуемой J(онфигурации, опреде­
Jiенной в двухконфигурационном приближении. 

Результаты численного определения энергии приведены в табл. 2, 
г де вн:лючены таюю:~ и ЭJ{Спериментальные значения энергии, взятые 
ИЗ [ 5

) И [ 0 ). 

ТабJiида 2 

Значения множителей Лаrранжа, радиальных интегралов и энергии 
для Jюнфигураций 1s22s22p и 1s22s23s атома бора в атомных единицах 

1 
1s'2•'2p 

1 
1s'2s•Зs 

11 
1s'2s'2p 1 1s 22s•Зs 

'"Js, f,q 15,494 16,025 G0(1s, 2s) 0,0299 0,03511 

e2s. 2s 0,8897 1 ,31t28 G0(1s, 3s) 0,0010 
G0(2s, 3s) 0,0039 

Е2р, 2р n ,4.533 G1(1s, 2р) 0,0327 

Езя, 3s 0,2021 G1(2s, 2р) 0,2459 

1(1s) -12,437 -12,437 
G1(2p, Зs)* 0,0128 

1(2s) -2,5121 -2,6262 
Е н -24,526 -2-1,336 

1(2р) -2,1098 
Е22 -24,022 -23,758 

l(.Зs) -0,7088 
Е12 0,116 - 0,142 

F 0(1s, 1sj 2,8838 2,8838 D.E -0,025 - 0,033 
F0 (2.~, 2s) 0,4386 о ,47!~9 

а12 -0,22 0,23 
Р0 (2р, 2р) (),3670 

Етеор, -24,551 -24,369 
Р2 (2р, 2р) () ,1629 

Е оnыт, -24,655 -24,472 
P0(1s, 2s) 0,6093 0,6532 
P0(1s, Зs) 0,1532 
P0 (2s, 3s) о, 1485 
P0(1s, 2р) 0,5382 
Ji'0 (2s, 2р) 0,3992 
Р0 (2р, 3s)Ф 0,1460 

1 

Пр п меч а н и е. Звездочка указывает, что первая функция относится к конфи­

rурашш 1s22s22p, а вторан-к 1s22s23s. Е11 означает энергию в одно конфигурацион­

ном прибJiнжении, Етеар.- в двухконфиrурационном nриближении 1s22s22pk3.1'1--k-
1s22pk+23s1-7.~ (k=i,O). 

3. Оnределение эффеr{Та массы 

Эффект массы для перехода ls2 2s2 Зs --ls2 2s2 2р атома бора в 
одноконфигурациошюм nриближении при помощи приближенных функ­
ций самосогласованного полн без учета квантового обмена определен 
в [7]. Мы определим здесь этот эффект в двухконфиг~рациоr-r:ном при­
ближении при помощи радиальных волновых фунJ{ции, nриведеиных 
в табл. 1. • 

Для специфического смещения энергии исследуемых конфигурации 
б 1 2 2 2 2pk 3si-k 1 ~22 .JI+23s1-h в двухконфигурационном при люкении s. s - • f1 · 



способом, приведеиным в [8 ), получаем следующее выражение: 

Ас Е ~ ~ - 1
-

2
- [kl< (1s, 2р)11 + Ы< (2s, 2р)н + 2 (- 1) 1lнV3- !г х 

1 + а12 
Х а12 K(2s, 2р)12 N 2 (1s, 1s)12 Nп (2р, 2p)l2 N1

-
1
' (3 s, 3 s)12 + 

+ (k + 2) а;2 К (1s, 2р)22 + (1 -ll) а~2 I< (2р, Зs)], (3) 

причем все обозначения берутся из [8]. Численные резуш,та'~Ы при­
водятся в табл. 3. Для определения смещения спеr{тральнои линии 
испоJrьзоnана формула (3.1) работы [8]. 

Тnблица 3 

Результаты определения эффента массы для I{онфигураций 1s22s22p и ls22s23s 
атома бора (v в см-1, остальные величины- в атомных единицах) 

1s•2з•Эs- 1s'2s'2p 

1s'2s'2p 1s'2s•3s 

1 
М,=11 1\f2=12 

1 

K?s, 2р) -0,2!:>87 
1 

Acv(M2,10) f а -0,357 -O,fJ!:ili 
]( 2s, 2р) -0,0675 l б -0,372 -0,()83 
K(2s, 2р)* -0,0783 
К(2р, 3s)* -0,0075 

0,208 0,382 { а { n -0,326 о Анv(М2,1О) б о, 19!) . о,::ю5 
МАСЕ \ б -0,307 0,033 

{ а 24,526 24,336 r а -0,1110 -0,273 
МАНЕ б 24,551 24,3(i9 Av(M2,10) 

l б -0,17:3 --0,317 
в -0,17 

Пр и м е '1 а н и е. Звездочка указывает, что первая функция относится к кон­
фигурацшi 1s22s22p, а вторая- к 1;·22s23s, а- в ОДIЮI{ОНфигурационном пгиближснни, 
б- в двухr{онфигурационпом приближении, в- опытные данные ["]. 

4. Определение величип теории перехода 

Для полной силы диполя (ер. [10]) в двухконфигурационном при­
ближении получаем выражение: 

2 S(1s2 2s2 Зs 2S, ls2 2s2 2р 2Р) = ~ •. 
2 

[N (r2p, 3s)
11

, Х 
(1 + Пj'2)(1 + а12) 

Х N2 (ls, 1s)11, N 2 (2s, 2s)11, -- V 213 а12а~2 N (r 2р, 3s)
22

, Х 

х· N 2 (ls, 1s)22, N 2 (2р, 2р)22 , )2. (4) 

Здесь интеграл N (rnl, n'l')ij имеет определение (2.5) работы (1°]. 
Значки 1 и 2 относятся r< конфигурациям 1s2 2s2 2р и ls22 р3 , а 1' и 
2' ,--- !{ 1s2 2s2 Зs и 1s2 2р2 Зs, соответственно; а12 относится к первым 
двум конфигурациям, а~2 - к последним двум конфигурациям. 

Для nолучения (4) удобно использовать метод, приведенный в [11], 

так кан: в случае многоконфигурационног_о приближения знаrш перед 
значениями матричных элементов электрического дипольнаго момента 
(в первой степени) должны быть учтеr-rы. Следует отметить, что в (4) 
знан: перед вторым членом, стоящим в квадратных скобках, зависит 

,. 
! 
t .. 
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nосредством а12 и а~2 от знаков недиаrональных матричных элементов 
энергии в (1). 

В (4) члены с одним а12 или а~2 не появляются. Поэтому в данном 
случае двухконфигурациошюе приближение влияет на веJшчины тео­
рии перехода незначительно. 

В нашем приближении 

N(r2p,3s)11,= N(r2p, 3s)
22

, и N(n.l, nl)u, = 1. (5) 

Интеграл N (r 2р, 3 s) определяем при помощи волновых фуrнщий 
табл. 1. ЧисJrенпые результаты приводятся в табл. 4. При этом вероят­
ность перехода определяется corJracr-ю формуле (4.3) работы [10]. 

5. Выводы 

Из табл. 2 видно, что 
nonpaвr<a к энергии па двух­

копфигурационное nрибли­
жение составляет - 0,025 
а т. ед. дJIЯ конфигурации 
ls22s22p и- 0,033 ат. ед. для 
r<Онфигурации 1 s2 2 s2 3 s. 

Данные табл. 3 пошJ­
зывают, что эффект массы 
для перехода 1 s2 2 s2 3 s­
-1 s2 2 s2 2р, определенный в 
двухr<онфигурациопном при­
ближепии, nокрывает все 
наблюдаемое изотопическое 
смещение данной линии. 

Таблица 4 

Вероятность перехода Js22s23s 2S- 1s22s22p 2р 
в случае атома бора 

(вероятность в единицах 108 cerc-1, остальные 
RCJIИ'IИHЫ- В Я ТОМНЫХ едИНИЦаХ) 

N(r2p,3s) = 1,676 

S('S, '1') 1 E('S)-E('P) \ W('S, '1') 

а 5,62 0,190 lt, 11 

б 5,52 0,182 

Пр и м с чан и е. а- в одноконфнrурацнон­
н ом приближении, б- n двухконфигурационпом 
приближении. 

Как видно из табл. 4, 
двухr<опфигурациош-юе nри­
ближение уменьшает ве­
роятность перехода примерно на 14% по сравнению с ее значе­
нием, опредеJrенпым в одноrшпфигурациоппом приближении. Это 
уменьшение происходит rлавным образом вследствие уменьшения 
значения разности между энергиями rшмбинирующих термов, которое 
в выражение для вероятности перехода входит R третьей степени. 
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К ВОПРОСУ О СОСТОЯНИИ АКТИВАТОРА МЕДИ 
В ЦИНК-СУЛЬФИДНЫХ ЛЮМИНОФОРАХ 

А. А. Черепнев 

На основании исследования Jiюмшrесцептных свойстn ZпSСн-люмипофоров, по­
лученных при низких температурах термической обработки (до 600°С) и при повтор­
ном прокаливании, предложена схема процссса внедрения активатора, согласующансн 
.с предположением о дисперсном состоянии меди в системе люминофора. 

1. В целях получения характеристшш поведения аr\тиватора меди 
в ZпS-люминофорах были использованы два пути: а) приrотовJrение 
ZnSСп-Jпомиrюфоров согласно типичному технологическому процессу, 
но при низких температурах (ниже 600°С) и б) исследование проник­
новения меди в уже готовую r<ристаллическую систему ZnS, получен­
ную путем прокалюr. 

ДJrя приготовления люминофоров был применен срrьфид циrша в 
виде cvxoro аморфного порошка, получешюго осаждением сероводо­
родом ~rагретого слабоr<ислого раствора серноr<ислой соли. В сульфид 
вводился водный раствор активатора. После подсушивания, добавки 
r<ристаллическоrо плавня и тщательного размешивания состав вносиJrся 

в кварцевый тигель, r<рышr<а которого промазывалась тестом из юю­
JIИI-Ia. Тигли с содержимым предварительно нагревались до 300-320°С, 
а затем вставлялись в разогретую до нужной температуры печь, где 
выдерживались определенное время. Свечение исследовалось при 
комнатной температуре, при· возбуждении светом /. = 365 11111 ртутной 
лампы на расстоянии 25 см (лампа ПРК4 с фильтром УФС2); яркости 
измерялись фотометром Пульфриха, спектры изучались на визуаль­
ном спеrпрофотометре. 

2. При термичесr<ой обработке аморфного сульфида [1] образование 
кристаллов и внедрение активатора могут происходить при сравни­

тельно низкой температуре (порядr<а 400° С). Однако в этих условиях 
указанные процессы протекают медленно, требуя многих часов. 
Прогрев ZnS без добавr<и меди с плавнем NaCl при 400° С в течение 
1 часа дает составы еще без заметного свечения, но уже при 450° С 
возникает желтая флуоресценция (возможно, от ZnO [2]). При 500° С 
появляется голубоватое свечение, развивающееся до ярr<ого при 600° С 
при нагревании в течение 1 часа. 

Прогрев ZnS с Cu (l0-4 г/г) и плавнем NaCI (5%) при 350° С в те­
чение длительного времени (до 30 час.) дает очень слабо люминесци­
рующие образцы оранжево-желтого свечения с постепенным ростом 
яркости, по мере роста длительности нагревания. Повышение темпе­
ратуры термической обработrш до 400° С вызывает уже заметные 
яркости оранжевого свечения, что, видимо, связано с образованием 
Сп2S [3] или двойных сульфидов цшша и меди. С ростом длительно­
сти прогрева яркость свечения растет (табл. 1); при этом несr<ОЛЫ<О 
меняется цвет, переходя от темнооранжевого н: желтому и даже желто· 

зеленому (рис. 1). Растет и послесвечение. При nоследующем подъеме 
температуры прокалки наблюдается повышение ярr<ости и выявление 

• '1 

1 
•• 
1 
1 

r 
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Таблица 1 

Рост ярности свечения ZnSCu-cocтaвa с длительностью прогрена nри 400о с 

Бремя в часах . 1 2 Lt 6 8 10 14 18 22 
IOTII • 2,4 6 22 42 57 71 83 90 100 

желто-зеленого свечения: после 4-часового прогрева при 450° С полу­
чаются ~бразцы с желто-зеленой люминесценцией с послесвечением. 
При 600 С это явление развивается в 
полной мере, так что при дальнейшем 
подъеме температуры образуются типич­
ные ZnSСu-люминофоры. 

В случае плавня Н3В0а процессы 
выявления свойств свечения протеi<ают 
значительно слабее и медленнее. При 
отсутствии меди бледное свечение начи­
нает наблюдаться толы{О при 600° С а 

б 
о , 

голу ое- при 700 С. В присутствии ме-
ди (l0-·1 г/г) при 400° С имеет место тем­
нооранжевое свечение, хотя и наблю­
дается постепенный рост яркости с дли­
теJIЫюстью прокалки. При 600° С желто­
зеJiеная люминесценция проявляется не 

·сразу и заметные яркости достигаются 

через дJштелыюе время (табJI. 2 и рис. 
2). Образны, полученные при прокалке 
при 700° С (в течение 30 мин.), дают 
бJiедножелтое свечение, послесвечение 

слабое; при прокалке при ьООо С (30 мин.) 
нозпИI{ает гОJiубое свечение, а посJJесве­
чеиие почти исчезает. 

Рис. 1. Спектры сnечепия ZnSCu­
NaC! люминофоров разной дли­
тельности прогрева при 400°С: 

1-1, 2-4,3-8, 4-18, 
5-22 ч.аса 

ДJiя уяснения природы оранжевого све­

чения ZnSCu были приготовлевы при раз­
личных температурах две серии образцов 
с одновалентным и двухвалентным хлори­

дами меди при большом избытке ак­
тиватора (в расчете на 5% Cu). В слу-
чае сuн, н:ог да, в первую очередь, образуется CuS, затем уже диссоции­
рующий [3 ], процесс протекает медленнее, чем с Cu+, когда Сн2S воз­
нш<ает сразу, а поэтому образец, nолученный путем прокалки при 400" С, в 
течение 30 мин., в случае одновалентной меди люминесцирует более ярко 
(красным цветом). При 500" С для состава с одновалентной медью 
имеем желто-зеленую люминесценцию, для состава же с двухвалент­
ной- желтую. Рис. 3 дает спеюральные характеристики свечения 
обоих образцов, приготовленных при 600° С (длитеJrьность прокашш 
30 мин.). При более высокой температуре прокалки люминесценция 
почти исчезает. Подобная же картина набJiюдается при прокалке с до­
бавкой отдельно изготовленных СнS и Cu2S. 

3. ДJiя исследования процессов, протекающих в кристаллическом 
ZnS, были поставлены три серии опытов: 

а) В качестве исходного препарата использовался типичный ZnSСu­
люминофор с зеJiеной люминесценцией, приготовленный с 1 о-4 rjг Cu 
и пJiавнем- хлоридом, отмытым после :rрокалки; вторично он был 
прогрет с пJiавнем Н8В08 • После получасовой прокаЛI{И при 1100° С по­
явJiяется голубая флоуресценция, тогда кат< фосфоресценция еще остается 
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зеJiеной. При удлинении времени вторичной прокалки послесвечение 
исчезает и остается голубая флоуресценция. " 

б) За исходный препарат был взят ZnSCu- состав, приготовлеппыи 
с избытком активатора (10-4 r/r Cu) и плавнем НаВОз, т. е. с ГОJIУ­

бой флуоресценпией [4
]. При его 

Т а блиц а 2 прогреве с N H4Cl (1 О 0/о) в течение 
Относительные яр1ёости свечения 1 часа при 500° С он дает зеJiеное 
ZnSCu-cocтarюв, проr<аленпых разное свечение. В случае же плавня NaCI 
время при 450 и 600"С с плавнями (10 %) при 500° С даже 4-часовой 

NaCI и ИзВОз прогрев не дает состава с зелепой 

450 ос 
Время 

ЛрОI\аЛIШ 

1 н,во, NaC 

30 мин. - -
1 час 11 о, 15 
2 часа 21 0,'18 
4 

" 
:31 0,20 

8 час. - -
12 " - -
16 " - -

600 ос 

NaCI 1 J-I,BO, 

84 0,36 
10() 0,48 
106 0,60 
- 0,72 
- 1,02 
- 1,64 
- 2,34 

люминесценцией, однако при 600° С 
через 1 час состав обнаруживает 
зеленое свечение. 

в) Применева методика [5
• 

6
] аr<­

тивации уже прокаленного чи­

стого ZпS с последующим прогрс­
вом. Предварительно приготовлевы 
ZпSZn-препараты путем пpor<aJIIOI 
аморфного ZпS при 900° и 1100°С 
в течение 30 мин.: два из них с 
плавнем NaCI, другие два-с Н3ВО~ 
по 5 %. Составы, прОiшлепные при 
900° С, обладали яр1шrолубой лю-

минеспенцией, составы при 1100° С- слабым голубоватым свечением с 
небольшой зелепой фосфоресценцией от остаточной, трудно удаляемой 
меди. Эти составы вторично прогреваJiись по 30 мин. с добавкой аJ<ти-

(j Г'"\ 

1 \ 
'10 

2 

1 1\ 
1 \ 

JO 

1/ \ 
1 " r--._ 

20 

1 ..... 
1 

/ -L 
"..,... !""'---. _... 

10 

v v .... 1 -1--' 
1/1/0 1/80 520 .'illO 6'00 A.[ml-'} 

Рис. 2 Рис. 3 

Рис 2: Спектры свечения ZпSСu.Н3В0 3-люминофоров ршшой: ДJII!TeJIЬHOCTП-ПfiOI\HJIIOI 
прп 600°С: 1-30 мни., 2-(!, 3--HJ час. 

Рис. 3. Спектры свечения ZпS-шомивофоров, проюtленпых при 600° С, с доGав­
J(ами: 1- CuCJ 2, 2- СнСl 

ватара меди (l0-'1 и 10- 5 г/г) и того же плавня (5 %), какой приме-

1 

нялея при первичной прокалке. Был получен ряд новых светящихся. f 
образцов, I<Оторые представлены в табл. 3 с характеристикой цвет- 1 
ности их свечения. 1 

Как видно из таблицы, плавни он:азывают BJIИЯI-rиe на окончатель-
ный результат. С ростом температуры вторичного прогрева шшвень 
NaCl вызывает специфичную для меди желто-зеленvю люминесценцию 

i 
.j 



Таблица 3 

Цвет свечения ZnS-люминriфоров с nлавнями NaCt и ИзВОз при повторной активации медью и вторичном nporpeвe 

Темnература nервпчн. 900 ·с 11СО ос 
nрокалюr 

Содерж. активатора, 10-· to-· to-• 
Г/Г 

Плавень NaCI 
1 

н,во. NaCI 
1 

н,во. NaCI 
1 

н,во, 

"' 1 "' С) 

""' ЗООQ г ф г ф бл г 
'-' 

ф г - г ф бл г ф 
о 

""' !:::; 350° г ф г ф б л ф г - г ф бл г ф 
о 
'-' 
о 

400° :r: б л ф б л сильн. ф _ бл ф бл г СИ.i!ЬИ. г ф бл г ф 
:т 
:r: ф 
Р. 
о 500° бл ж ф ж СИЛЫ!. ф ж ф бел б-п г ж ф бл т ф ,.. 
"' "' Р. 600° ж ф ж ярк. ф жз ф с ин б-п ж ф Ж3 ф ;>-. 

'"' "' Р. 
С) 

~ 
~ 
о 

Е-< 

О б означен и я: ф- фосфоресценция, б- п- без послесвечения, г.,- голубой, с ин- синий, сер- серый, 

ж- желтый, з- зеленый. 

10-· 

NaCl 
1 

н,во. 

сер г ф сер г ф 

г ф г ф 

г ф бл г ф 

г ф бл г ф 

жз сильн. си н б-п 
ф 
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' 

о 
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и послесвечение, плавень же Н3В03 выявляет это свечение лишь при 
малых коJшчествах активатора, в случае же большого его содержания 
приводит к синему свечению без послесвечения. 

4. Для объяснения вышеприведенного опытного материала делаются 
следующие предположения [4, 7• Bj. При образовании ZnS-люминофоров 
в системе, подвергаемой термичесr{ой обработке, возможен ряд хими­
ческих реакций выделения металлов путем взаимодействия сульфидов 
с окисленными соединениями [8• 3]. Источником rшслорода являются · · 
щшсные соединения, вознин:ающие в технологическом процессе (ZnO, 
ZnS04), кислородные плавни, влага, атмосферный кислород, абсорби­
рованный или проникший в систему извне (объяснение опытов 
Грийо [0]). Плавни облегчают как протекание реакций, так и образо-
вание металлов в дисперсной фазе (расплавленные хлориды содейству-
ют диспергированию метаJrлов [10]). Экспериментальный факт активации 
медью при низких температурах [1] может быть объяснен электроли­
тическим вытеснением диффундирующей медью сверхстехиометриче-
ского цинка, образование которого объясняется указанными реакциями 
(главным образом из окиси и сульфида [11]) или удалением серы в 
результате диссоциации (12]. Естественно предположить, что медь 
может оказаться в разном дисперсном состоянии; мелкодисперсная, 

приближающаяся к атомарной, обусловливает зеленое свечение, а 
ТаJ{Же послесвечение из-за возниrсновения образований, связанных с по­
явлением <<мест захвата» электронов. Укрупнение частичек меди до 
размера коллоидных уничтожает ее люминесцентные свойства. Степень 
дисперсности металла меди может изменяться под ВJIИяrшем вторич-

ного действия хлоридов. Таким образом плавни могут играть большую, 
но вспомогательную роль. 

Выражаю благодарность М. А. Константиновой-Шлезингер за ряд 
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К КИНЕТИКЕ РАЗРУШЕНИЯ СВЕРХПРОВОДИМОСТИ МАГНИТНЫМ 
ПОЛЕМ 1 

А. А. Галкин, и П. А. Безуzлый 

Исслсдnвана юшети[(а разрушения сверхпроводимnети nлnвяшюгn цилюrдри•rе­
сrшr·о образца в персменных магнитных полях зnукnвnй частоты и прnведено срав­
нение Эi(~,перимептаJ~~пых дшr!rых с теорией. У стапnвлена nбласть значений надкри­
тнчпостеи, n кnторои фазnвыи переход в nбразце осуществшrется путем движения 
грапицы. Оценены .. времена запаздывапия n nозниrшовепии зарnдышсй пормаJrыюй 
11 сверхпроводящеи фаз. 

Вопросам кинетики разрушения сверхпроводимости магнитным по­
лем посвящен ряд экспериментальных работ [1•2]. Однако на основании 
опубликованных данных произвести сравнение эксперимента с теорией, 
разработанной Лифшицем [3•'1], представляется затру днительным2 • Ка­
залась поэтому целесообразной постановка опытов, данные которых 
позволили бы провести бOJiee полное сравнение эксперимента с теорией. 
Для этой цели была применсна в несколько измененном виде разра­
ботанная ранее методика трансформатора со сверхпроводящим сер­
дечником [6

]. 

Описание прибора 

На полученный в стеклянном капилляре монокристаллический об­
разец олова исходной чистоты 99,99% наматывалась вторичная обмотка 
трансформатора. Затем свободная от обмотки поверхность стекла 
стравливалась плавиковой кислотой. Ввиду того что обмотка занимала 
JIИШЬ около 20% общей поверхности образца, последний во время 
измерений находился в хорошем тепловом контакте с окружавшим 
его жидким гелием. Это обстоятельство в соединении с высокой тем­
пературопроводностыо образца обеспечивало изотермичность процессов 
разрушения и восстановления сверхпроводимости. 

В даJIЫiейшем трапеформатор со сверхпроводящим сердечником 
был усовершенствован в том отношении, что вторичная обмотка нама-
1'Ывалась непосредственно на обмотку соленоида, а образец, полностью 
освобожденный от стекла, распелагалея вдоль оси трансформатора. 
Перенос вторичной обмотки с образца на соленоид не только улучшал 
изотермичвость процессов разрушения и восстановления сверхпрово­

дllМОсти, но и устранял систематичестше ошибки в определении 
надкритичности воздействовавшего на образец перемениого магн~тного 
поля. УказашiьН:~ ошибки возникали вследствие экранирующего деиствия 
наводимых во вторичной обмотке вихревых токов, приводя к зависи­
мости постоянной соленоида от частоты проходящего через него пе­
ременного тока. 

1 Настоящая работа была доложена па сессии Академии ШlYI< Уr(раипской ССР 
18 апреля 1952 г. 

2 В работе (5], согласующейся с теорией, вопрnсы юшетики разрушения сверхпро­
водимости персменным магнитным rюлем, а raro!(e вопросы, касающиеся границ 
применимости теории, не нашли своего отражения. 
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Составлявший первичную обмотку трансформатора соленоид 1 
(рис. 1) питался от генератора звуковой частоты 12 мощностыо в 50 W, 
позволявшего получать поля с амплитудным значением до 200 Ое. 
Импульсы напряжения, возникающие на вторичной обмотке трансфор­
матора 2 в момент разрушения и восстановления сверхпроводимости 

оловянного сердечника 3, регистри­
равались при помощи осциллогра­

фа 9. При работе па средних и· на 
предельных звуковых частотах ука­

занные импульсы в значительной 
степени · бьiли. искажены синусо­
идальной кривой напряжения, об­
разующей па осциллограмме своеоб­
разный фон. Наличие фона <<напря­
жеr-rию> обуслов.Jiивалось тем, что 
не все поперечное сечение в1орич­
ной катушки было заполнено сверх­
проводником. 

Для устранения фона в схему 
был введен компепсируюший транс­
форматор. Компенсация фона осуше­
ствля:лась в · условиях нахождения 
образца в сверхпроводящем состоя­
нии путем изменения коэффициента 
связи между обмотками 5~ б I<Ом­
пенсирующего трансформатора. При 
тех частотах, для которых осуше-

ствлялась комПенсация э. д. с. не 
Рис. 1. Схема прибора только по амплитуде, по и по фазе, 

фон устранялея практически до 
нуля. В других случаях оп был значительно ослаблен. 

Синусоидальпость формы тока в первичной . цепи трансформатора 1 
в процессе эксперимента контролировалась специальным осцищrогра­

фом 10. Необходимость гармоничности колебаний тока обусJювJiивалась 
тем, что при наличии гармоник неJrьзя было произвести хорошуrо ком­
пенсацию фона. · 

Питание задающего генератора, усилителя мощности 11 и широк~­
полосного усилителя 8 производилось от аккумуляторных батареи. 
Этим исключалась модуляция системы 50-периодным током и облегча­
лись условия синхронизации линейной разверткИ на осциллографе 9. 
Сила тока в первичной обмотке трансформатора измерялась обычным 
прибором перемениого тока 7. Частотная характеристика этого прибора 
снималась несколько раз. При этом было установлено, что показания 
прибора практически не изменяются с частотой. 

Градуировка прибора переменнога тоi<а производилась следующим 
образом. При температуре гелиевой ванны ниже Тк на образец пода­
валось поле вида Н= Н пост+ Н0 siв f.Ut со значением· Нпост+Но<Нiс· 
Затем при неизменной амшшту де переменнаго поля Н0 напряженность 
постоянного поля Нпост увеличивалась до таких значений, при кото­
рых во вторичной обмотке возникали·. импульсы напряжения, вызы­
ваемые переходами образца из сверхпроводящего в нормальное со­
стояние и обратно. Начало возникновения импульсов отвечало выполнению 
условия Нпост + Н0 = Нк. Так как зависимость Нк от Т была определена 
предварительными экспериментами, то по величине Нпост, установленной 
ПОu ПОIЩЗаНИЯМ преЦИЗИОННОГО прибора ПОСТОЯННОГО ТОКа/ МОЖНО было 
наити истинное значение Н0 , а значит, и отвечающую этому значению 
амплитуду переменнаго тока / 0 • По величине / 0 можно было опреде-

,. 
1 
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Рис. 2. Осциллограммы Е (t) при v = 200 гц, Т= 3,62'1 'I( и Но = 16,'1 Ое; Hn<''JCT (Ое) 
равно: а- О; б -0,96; в -1,18; г -1,65; д- 3,76; е- 4,55 
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Рнс. {i. ОсцнлJtоrраммы E(t) при v=200 гц, Т=3,621°!(. Н0 (Ое) paBI'IO: а-2<1,0; 
о-34,2; .,_ 46,7 
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Рнс. :J. OcцiiJIJIOl'paммы Е (t) при v = 1000 rц, Т= 3,621 °1< и Н0 ~ fl11; f1
1100

,r (О е) 

равно: о- О, б- 0,7; в -1,18; г -1,95; д- 2,71; е- при нахожденнн образца в нор­
мальном СОСТОЯНИН 
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лить поправку I{ показаниям амперметра переменнаго тока. Так гра­
дуировалась вся ШJ<:aJJa прибора перt:менного тока на всех рабочих 
·частотах. 

Результаты измерений 

Для частот 102-2 · 104 гц при различных температурах образца 
rи различных надкритичностях tt= (Н- Н~,)/ Н" магнитного поля фотогра­
·фироваJшсь осциллограммы э. д. с. во вторичной обмотие трацсформатора 
Е ( t). Ряд таких осциJiлограмм, полученных при частоте 200 гц и темпера­
туре 3,621 о К, в порядке возрастания надкритичности приведен на рис. 2, 

0,! o.z O,J и 

Рис. 3. Зависимость S= 
= 5 Е di от надкритично­
сти и при v = 200 гц 

J nocrlOe)· 

Рис. 6. Зависимость S= 
=5 Е dt от надt<ритично-
сти и при v = 4000 гц 

а- е (вилейка). Из этих осциллограмм следует, что до надJ{ритич­
:ностей, меньших 0,5, соблюдается <<nравило площадей>>, а именно­

t, 

площадь S1 = ~ E(t)dt, охватываемая импульсом, возпиr{ающи:М при 
t, 

t, 

разрушении сверхпроводимости, равна площади S2 = ~ E(t)dt, охваты-
t, 

ваемой импульсом, возникающим при восстановJrении сверхпроводи-

мости. При этом величина площади S = ~Е ( t) dt линейно зависит от 
максимальной надкритичности tt (рис. 3). 

При больших надкритичностях (рис. 4, а- в, вклейr<а) осциллограммы 
резi{О отличаютсяпо своему виду от осциллограмм,полученных при малых 

надкритичностях. На этих осциллограммах видны резкие сбросы э. д. с. 
при переходе образца из сверхпроводящего состояния в нормальное, 
и обратно. Соз·дается впечатление, что переход из одного состояния 
в другое происходит практически без <<Выталкиванию> поля. Иначе 
говоря, эффекты разрушения развиваются в очень тонком поверх­
ностном слое с <<замораживанием>> поля внутри образца. 

На рис. 5, а -е(вКJrей/{а) изображены осциллограммы, полученные при 
частоте 4 000 гц и Т=3,621 о К. Амплитуда переменнога магнитного поля 
все время поддерживалась постоянной и равной ,__,н!,. Напряженность 
постоянного поля мer-rяJracь от нуля ДО н!(• На рис. 5, е изображена 
осциллограмма для нормального состояния образца при напряженности 
поля Нnост >Н к. Из осциллограммы рис. 5, а- д также следует сим-

метрия площадей ~Е (t) dt для процессов разрушения и воестановле-
в ЖЭТФ, ~ 4 
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ния сверхпроводимости, причем с увеличением Hno;·r рас.т~т надкри­
тичность и, а вместе с ней линейно растет и площадь ~Е (t) dt (рис. 6). 

Характерно, что при малых Нпост имеется нек~торая ас1~мме·Iуи;1 
осциллограмм для первого и второго полупериодов. импущ,сы, оrве­
чающие разрушению и восстановлению сверхпроводимости дJШ первого 
полупериода, неравны соответствуюшим импульсам ДJIН второго 
полупериода. Подобное явление, как выяснилось, связано, с ШIJШчием 
магнитного поля Земли. Действительно, если катушками I L'ЛЫ\-Jголыщ 
скомпенсировать поле Земли, то осциллограммы становятся совершенно 

симметричными. По причине тl·хпичесrшх 
трудностей компенсацию поJш Земшr при 
фотографировании осциллогра111~.1 мы щ· 
производили. 

20 

10 

Рис. 7. Зюзисимость разности 
Но мин-Нпост (в ПрОИ3ВОJJЬНЫХ 
единицах) от частоты поля 

Из теории Лифшица следует, что при 
значениях поляНnаст > J--/1( и чacTti'J'aX, удо­
влетворяюших условию Ост(< r, пс дОJIЖСН 
наблюдаться переход образца в сверхпро­
водящее состояние в те моменты времени, 

когда 1 Н nоет+ Н (t) 1 <Н к. Длн провер1ш 
этого следствия теории был провсден сJrс­
дующий эксперимент. Образец помещаJiсн 
в постоянное магнитное поле Hnnc.t' > Ht<· I-Iu 
это поле НШ{Ладывалось пepeMl'IIIIOe маг­

нитное поле, амплитуду и частоту ]{ОТорого 

можно было менять. ОказалоСJ,, что при 
любых применявшихся частотах осущест­

вляютсн переходы в сверхпроводящее состояние, которые можно бьiJю 
наблюдать по перегулярностям в изменении э. д. с. во вторичпоii 
обмотке трансформатора. Более того, для каждой частоты быJJа най­
дена своя минимальная амплитуда переменнаго лоля Но м11пr при Iюто­
рой еще наблюдаются переходы образца в сверхпроводящее состояпщ~. 
Заметим, что с увеJшчением частоты значение 110 мин- Нпо:.,,. увешrчи­
вается, что иллюстрируется рис. 7. 

Обсуждение результатов 

Теория Лифшица справедлива, если существует СИJIЫЮ<~ ра::~личи~:: 
во времени образования зародышей нормальной и сверхпроводящей фаз. 
В этом случае процесс разрушения и восстановления сверхпроводи­
мости образца, помещенного в продольное магнитное поJхе, идет 
путем передвижения границы вдоль радиуса. Из теории Jrer'KO ПОJI}'­
чить веJшчины, дающие возможность количественного сравнения ее 

с экспериментом. Действительно, Лифшицем было ПОJ{азюю, что зави­
симость величины потока Ф, пронизьшающего контур, образоваrшыii 
внутри образца, от максимальной надкритичности LL выражt1ется фор­
мулой Ф = a.u'J,, Эксперимент дает значение Ф ,__,и. Следует отметить, 
что отстушrепие от закона Ф = r~.u'l• дают также другие Пl~<ншисимые 
измерения [2], в rшторых было установлено, что скорости лередниженин 
границы зависят от падкритичностей несколько сильнее, чем JIИНейно. 
Таким образом cptlвнei-IИe экспериментальных данных с Т(~орией при­
водит к За}{лючению, что зависимость глубины разрушения от ннд­
критичности· должна быть более сильной, чем это следует IШ теории. 
Подобное отклонение установлено и на основании данных эю.:перимен­
тов по затуханию индуцированного тока в кольце l0J. 

Ввиду того что имеется некоторое расхождение между теорией 
и экспериментом, остановимся более подробно на сравнении экспери­
ментальных результатов с теоретичесrшми, для чего обратимся к 'IИС-

1 
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ленным значениям величин, в частности, к численным значениям ско­
рости передвижения границы. 

Рассмотрим поток Ф1..' входящий в образец при разрушении сверх­
проводимости, и среднии поток Ф2 , проиизывающий тот же IЮН'ГУР 
н нормальном состоянии за четверть периода. Эти потоки легко опр~­
делить из осциллограм_:w. С другой стороны, величины ф1 и ф2 для 
малых надкритичностен определяются выражениями 

Tf4 оо 

Фl = 2т::.rdHici Ф2 = 2nг ~· ~ ~ Н0 sin UJt dt e-xf8dx = 4roH0• 

о о 

Здесь d- максимальная глубина разрушения сверхпроводимости, а о­
сrшновая гJrубина проникновения переменнога магнитного поля в обра­
зец. Так как в нашем случае Н0 -::::::; Н1с, то dfo = (2/n) Ф1/Ф2 • 

В табл. 1 приведено сравнение отношений d/'0, полученных из 
ЭI{Сперимента, с dfo, вычисленными на основании формул Лифшица. 

ТабJiпца 1 

·Величина наДiсритнчиости rt 

df/J 

1 
0,22 1' O,OJ 0,23 'F 0,01 0,27 'F 0,01 0,33 + 0,01 

Теорстнч. 0,44 0,48 0,49 
1 

0,60 

Э!(Сnерим. jo,зs+o,o4jo,45±0,o5J o,4s±o,o5J 0,59 ± 0,07 

Так как после выполнения всех Измерений над образцом была 
определена его элеюропроводность на nостоянном токе (cr = 1,2 Х 
х 102° CGSE), то по значениям Е (t) и cr мог-ли быть вычислены ско­
рости персмещения границы в зависимости от надкритичности. При 
этом ОI{аsалось, что с повышением надкритичности увеличивается 

и расхождени;е между вычисленными и найденными из эксперимента 
значениями скоростей, что находится в согJrасии с расхождениями, 

найденными для максимальной глубины разрушения. В то же времн 
закон v,....., v~. установленный теоретически, подтверждается для всех 
аначений ма!{симальных надкритичностей и< О, 6 на частотах 100-
4 000 гц (олово) и 50-500 гц (ртуть).Следует отметить,что если обработать 
осциJIJJОграммы ДJJЯ ртути [0] и олова, nолученные при одинаковых и, 
то получается, что v Bg > Vsn, nри'rем отношение v Hg/Vsn=4,85. Такой 
же всJrичюrе 4,85 равно отношение V crsи/cr Hg· Следовательно, из данных 
для двух металлов мы получаем, что v пропорционально о-'/,, что 
в соединении с соотношением v,......,(J)'f, дает v ,...._, V (J)/cr. 

Обращает на себя внимание исключительная четкость осциллограмм 
и отсутствие дополнительных размытий их в местах, отвечающих 
nереходам из одного состояния в другое при всех применявшихся 

частотах вплоть до частоты 1,5 ·1 04 гц. 
Попытаемен произвести оцениу верхнего значения времени "п образо­

вания зародыша нормальпой фазы, исходя из соображения, что времп 
образования зародыша должно быть меньше, чем величина размытип 
линии осциллограммы, т. е. 't11 <Т (Ы/Т). Здесь дi/Т- относительная 
ширина размытия линии осциллограммы. Так как t:.tj Т= 1/60, то "" < 10-о сек. Естественно, что это значение должно относиться к оп­
ределенной величине надr{ритичr-юсти, nосrшльку с ростом нащ{ри:тич­
}Юсти время образования зародыша должно уменьшаться. Принимая,. 

6*' 
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что и= 0,5, найдем величину надкритичности в точке перехода Us-n= 

=0,5/10=5·10-2
• 

Для объяснения четкости осциллограмм можно было бы предполо­
жить, что 't11 > 10-2 сек. Однако тогда на поверхности образца всегда 
существовала бы корочка нормальной фазы, возникшая в момен~ 
включения перемеtrного магнитного поля. Наличие корочки нормалытои 
фазы привело бы к двум следствиям, которые не ~.одтверждены 
.экспериментально: 1) к существованию :нерегулярностеи в осцилло­
граммах в момент включения поля с невозможностью синхронизации 
единичных актов разрушения, 2) к сильной частотной зависимости 
скорости передвижения границы: v,...... (J}n, г де n > 1. 

Если полагать время образования зародыша нормальной фазы мень­
шим 10-6 сек., то время уничтожения подобного зародыша может 

~ быть значительно большим. ДействитеJrы-ю, из экс-

vv·~~- периментов по осциллографированию кривой пере­
хода ['] было установлено, что если через образец 
протекает переменный ток, то при температурах ниже 
критической возможно наблюдать сохранение нормаль-
ного состояния образца и в те отрезки периода t, IШ­
гдal(t)<I11 (рис. 8).Это означает, что за 1/4 периода 
нормальное состояние не может быть разрушено. Сле­
довательно, время уничтожения зародыша нормальной 
фазы "~ > 10-4 cerc Таким образом можно говорить 
о том, что время образования 'tп и свертывания 't~ 
зародышей нормальной фазы различно. 

Рис. 8. Осциллограммы Е (t), наблюдаемые при про­
пускании череэ образец синусоидального перемен­
нога тока, при температуре: 1=3,725°; 2-3,711°; 
3- 3,709°; 4- 3,7085°К:: Кривые беэ изломов отве­
чают пребыванию образца в течение всего периода 

только в нормальном состоянии 

Рассмотрим вторую возможность объяснения четкости осцилло­
грамм. Можно допустить, что на поверхности образца всегда суще­
ствуют зародыши нормальной фазы, дислоцированные в местах его 
наибольшей кривизны. Например, в случае монокристаллов поверх­
ность представляет ступенчатообразную структуру, причем из-за раз­
магничивающего фактора эти ступеньки могут находиться в проме­
жуточном состоянии [8]. Это означает, что часть объема монокри­
сталла будут составлять зародыши r-юрмальной фазы, из-за которых 
и будет осуществляться почти безинерционное движение границы. 

Здесь, однако, мы сталкиваемся со следующего рода затруднением. 
Для устойчивости зародыша необходимо, чтобы он обладал некоторым 

4 7t40:З 
минимальным объемом. Согласно оценкам работы [9], Vм,ш = 27 323 

- 0 • 
н,с 

Здесь а- коэффициент поверхностного натяжения между нормальной 
и сверхпроводящей фазами. Для нашего случая Vм1111 "'"' 10-6 см3 , что 
хорошо согласуется с данными, полученными Алексеевеким [10]. 

Как уже указывалось, перейти в нормальное состояние может 
только та часть поверхности образца, г де реализуется промежуточное 
состояние, т. е. в <J'бластях ступенчатообразной структуры. Предпо­
лагая, что подобная структура ориентирована так, что она имеет ма­
ксимаJrыrый коэффициент размагничивания, возможно оценить объем 
н:аждой ступеньки V1 , который оказывается равным lo-s -10-9 см3 , 
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в силу условия v] < v~!Иl! образование устойчивого зародыша новой 
фазы, таким образом, исключается. 

Эl{спериментально вопрос о возможности образования зародышей 
на нерегуля~ностях поверхност11 может быть решен путем проведения 
исследовании с образцами, обработанными различным образом. В слу­
чае травленой поверхности условия образования зародышей будут 
оптимальными; наоборот, для полированной ловер'хности .образование 
зародышей затруднено. Если время образования зародышей нормальной 
фазы 'tn < 10-6 сек., то в этом случае полировка образцов должна 
была бы привести при некоторых частотах I< размытию осциллограмм. 
Однако измерения на оловянных образцах, находящихся в стеклянной 
оболочr<е, и на образцах, подвергнутых травлению, не дают суще­
ственно различных картин. Поэтому мы склонны оценивать время 
образования зародыша нормальной фазы 'tn < 10-6 сек. 

Как уже указывалось, теория дает правильную частотную зависи­
мость скорости передвижения границы nри малых надкритичпостях . 
.Начиная с максимальной надкритичности и> 0,6 наблюдается суще­
ственное отклонение экспериментальных данных от теоретических 3 • 

Это особенно отчетливо проявляется на тошшх образцах, для которых 
отклонение начинается еще nри меньших надкритичностях. 

Из осциллограмм, снятых при и> 0,6, следует, что большую 
часть времени образец находится в нормальном состоянии. Действи­
тельно, если на осциллограмму, полученную в этих условиях, нало­
жить осциллограмму, отвечающую нахождению образца в нормальном 
состоянии, то эти осциллограммы совnадают друг с другом практи­

чески на протяжении всего периода. Переходы же из состояi'lия 
в состояние являются кратковременными и не сопровождаются боль­
шими импульсами э. д. с. На узких участr{ах осциллограмм, отвечаm­
щих переходу из нормалытого в сверхпроводящее состояние, э. д. с. 

уменьшается до значений, соответствующих сверхпроводящему состоя­
нию. Такой характер осциллограмм может быть объяснен тем, что· 
если поле на поверхности образца становится меньше критического 
(а внутри образца Н= Нк), то создаются условия для образования 
зародышей сверхпроводящей фазы, которые прорастают по всей 
поверхности и запирают внутреннее магнитное поле. Вследствие этого 
процесс разрушения и восстановления сверхпроводимости происходит 

в слое d, толщина которого значительно меньше стшновой глубины ScJ<• 

Таким образом механизм разрушения, рассмотренный Лифшицем, 
повидимому, здесь непригоден. 

Исследуя процесс разрушения сверхпроводимости переменным 
магнитным nолем различных надкритичностей, принципиально можно 
установить режим, начиная с которого мехаirизм движения границы 

заменяется зародышевым механизмом, и, таrшм образом, оценить время 
образования зародыша сверхпроводящей фазы. Однако в связи с тем, 
что измерения зависимости S Е (t) dt от надкритичности не дают уве­
ренности в точном определении начала перехода от одного механизма 

к другому, время образования зародыша сверхпроводящей фазы сле­
дует оценивать, на наш взгляд, исходя из следующих соображений. 

При Н пост> Н1с происходит неограниченное поступательное движе­
ние границы внутрь сверхпроводника. Наличие переменной составляю­
щей поля Н (t) приводит к паJтожению осцилляций границы на ее 

з Следует ваметю:ь, что область надкритичностеit, для rшторой можно ожидать 
с.праведшшости теории Лифшица, ограничена не толыtо сверху, но и снизу. Ее нюк­
ним значением являетсн АН 1 Н1с, где АН- ширина интервала напряженности ноля, 

в котором осуществляется nереход сверхпроводника ив одного состояния в другое. 
Нам кажется, что ряд результатов исследований последнего времени [5

] может быть 
объяснен тем, что в этих исследованиях применялись надкритичности и <АН 1 Н1с. 

( 

i 
1' 
,, ' 

! 
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поступательное движение. В случае цилиндричесн:ого образца при 
полях, больших н", он полностыо будет находиться в нормальном 
состоянии. В некоторые промежутrш времени поле на поверхности 

образца будет меньше r<ритического, и создадутся условия для пере­

хода его в сверхпроводящее состояние. 

Исследования, проведеиные в этом направлении, показали, что зна-

чения поля Н~, при котором начинает осуществляться переход в сверх-

и 

Рис. 9 

проводящее состояние, связано с частотой зависимостыо и' = 

= (Н1,-Н~) 1 Н"= a(J)2 или и' Т2 = const. Из кривой рис. 9 можно найти 
время, необходимое для образования зародыша сверхпроводящей фазы 
в CJiyLJae мгновенного снятия магнитного поля. Длительность образо­
вания зародыша сверхпроводящей фазы в этих усJювиях оказывается 
равной 'ts = 1,5. ю-4 сек. 

Выводы 

1. Показано, что скорость передвижения границы между нормаль­
ным и сверхпроводящим состояниями в согласии с теорией следует 

закону v,...., V (i) /а. 
2. Глубина разрушения сверхпроводимости переменным магнитным 

полем линейно зависит от надкритичности, что расходится с зависи­
мостью, предсказанной теорией (d ~ и''•). 

3. Имеrощиеся расхождения между теоретичешими и эксперименталь­
ными значениями скорости передвижения границы могут быть объяс­
нены линейной зависимостью глубины разрушения от надr<ритичности. 

4. Эr<сперименталыю установлено различие времен образованин 
зародышей нормальной "п и сверхпроводнщей "s фаз. В согласии 
с предположением теории Лифшица найдено, что "s ~ 1,5 · 10-'1; 
'Сп< ro-a сек. 

5. Эr<спериментально доказана асимметричность процессов роста и 
свертывания зародышей нормальной фазы. 

В заключение выражаем глубокую благодарность проф. Б. Г. Ла­
зареву и проф. И. М. Лифшицу за интерес I< работе и дискуссию по­
лученных результатов, а также А. И. Бердовсrюму за помощь в изме­
рениях. 

Физико-технический институт Поступила в редакцию 
Аt<адемии наук Украинской: ССР 23 марта 1054 г. 
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СВЕРХТОНКАЯ СТРУКТУРА СПЕКТРАЛЬНЫХ ЛИНИЙ 
И СПИНЫ ЯДЕР U233 И Рu2з9 

Jl. А. Норостылева) А. Р. Стриганов и Н. М. Яzиин 

C:,вepxт•.IIIIOIЯ струi(тура в спектре U233 исследована на 12 линиях. У четырех 
.Jшпии обнаружена полностыо разрешенная шестикомпонентная с.труi(Тура. Уста­
новлено, что спин !233 = 5(2. Обнаружено отююпение от правила интервалов что 
обънсняетсн наличием у ндра U233 квадрупольного момента. ' 

В с1нштре Pu230 найдено OI(OJJO 70 линий с дублетной сверхтоюшй струюурой. 
Спин I23~ ,_." 1/2, ширина сверХТОП!(QГО расщепления I(Олеблется от 0,04 до 0,2 см-1 • 
У одних CI!Cl('fpaJIЫiыx линий более яркая компонента располагается с длишюволно­
вой сторо.!IЫ, у других JIИIIИЙ, наоборот,- с Iсоротковолновой. Для правильных 
нодуровнсн ··JТо соответствует переходам с верхнего нерасщепленного уровня на 
.нижний расщепленный уровень, и наоборот. 

1. Введение 

Иссж~дование сверхтонкой структуры спектральных линий акти~ 
видных эж~ментов предс1·авляет большой интерес. Известно, что по 
сверхтопкой структуре линий во мноr-их случаях удается надежно 
опредеJIЯ'lЪ ядерные моменты, которые необходимы для дальнейшего 
развитин оболочечной структуры ядра, теории изомерии и ~-распада, 
а таюкс дJIЯ ряда других вопросов ядерной физики. Следует, одна~ 
ко, ОТJ.\Н~тить, что до сих пор сверхтонкая структура и ядерные 

моменты изотопов актинидных элементов исследованы далеко не пол­

но. СогJJаспо опубликованным в иностранной литературе данным, I{ на­
чалу теr<ущего года были определены спины ядер Ра231 [ 1], U235 

[2], 

Nрш [3J, Аш241 [ 4]. Кроме ·rого, в конце 1952 г. и в начале 1953 г. на­
ми, а также пезависимо С. Э. Фришем, Н. И. Калитиевсrшм и М. П. Чай~ 
ка были измерены спины ядер U233 и Pu239 • Годом позже наши резуль­
таты были подтверждены в работах [5 • 6]. В работе [5

] опублюсованы 
также данные о магнитном и rшадрупольном моментах U235 • В настоя­
щей работе изложены результаты определения спинов U233 и Pu239

, 

а таюке даJrыrейшие наши исследования сверхтонкой структуры линий 
yпoмшry'I'J,JX изотопов. 

2. Экспериментальная часть1 

Дшr воабуждения спектров урана и плутония · бьrJJa использована 
1)Ш3рядпан трубка с полым rштодом. Схематическое изображение этой 
трубrш дапо на рис. 1. Основной частью трубки является целыюме­
таJiлический алюминиевый цилиндр М, имеющий в донной части 
цилиндрическое угJiублен:ие К диаметром 5 мм и глубиной 10 мм, 
в которое закладывается исследуемая проба. Цилиндр М является като­
дом, в поJiости которого сосредоточивается э.цектрический разряд. Анод 
.А также сделан из алюминия. Он представляет собой цилиндрическую ча­
шечку с отверстием в донышке для прохождения пучка света. Таr<ая кон­
-струкция ннода позволяет проводить бoJiee полную реген17рацию веще­
..ства, так как вещество в основном осаждается на дoныii.I't~~'. Через от-



ростОI{ L анод присоединяется к высоковольтному вь:пряJ.Уште.л:о. ~тtк­
лянная труб}{а N вставляется внутрь цилиндра М и соединяегся ( ни~ 
nри помощи пицеина. Эта 1·рубка N имеет. два отвода F и ,Е (чист~,н~ 
газ nоступает в отверстие F, загрязненныи -,выходит из грубки Ie 

Ф.Б. 

Рис. 1 Рис. 2 
Рис. 1. Разрядная трубка 

Рис. 2. Схема вщ(уумпой установюr. Т- разрядная трубr(а, 1- парартутный насос.,. 
1/- циркуляционный парартутный насос, К. JJ.- !(алиевая ~ловушка, Л-- ловушка 
для ртути, Л. Т.- термопарная лампа, М- масляный м~нометр, А и Б- балJюн~! 
с газом, Ф. Б.- форвакуумный баллон, К2 - двухходовом !С ран, Ка- трехходuвои· 

кран, Р- приэма полного внутреннего отражения 

рез отверстие Е). Циркулирующий инертный газ, с одной стороны,. 
способствует возбуждению свечения исследуемой цробы, а с другой 
стороны, оч:щцает во время разряда трубку от загрязнений. Для 
охлаждения разрядная трубка помещалась в сосуд с водой. Такой 
источник света дает довольно резкие и интенсивные линии и позвоJш­

ет работать с малыми количествами вещества. 
Разрядная трубка присоединялаСJ> к ваrчумно:й установке, схема 

J{оторой представлена на рис. 2. Откачка до высоиого вакуума 
(10-4-10-5 мм рт. ст.) производилась при помощи ступенчатого паро­
ртутного насоса /. Цирl{уляция инертного газа через трубку рсуще­
ствлялась при помощи другого парартутиого насоса 11. Конструкция 
цирr{уляционного насоса такова, что он может работать при давJr~нинх 
в несколько миллиметров ртутного столба. Циркулирующий поток 
таких инертных газов, каr< аргон, I{риптон, очищался в калиевой JIO­
вyrш<e. Калиевая ловушка представляла собой стеклянный баллон, 
на внутреннюю поверхность r<oтoporo был нанесен тошшй CJIOЙ 1\Jепт­
лического калия. При работе с гелием необходимо пользоваться yroJII,-· 
ной ловушкой. Для измерения давления в разрядной трубке в интер­
вале от 0,1 до 5 ·10-4 мм рт. ст. применялея термопарный манометр 
УТВ-49 с лампой ЛТ-2. Для измерений более высоких давлений nри­
менялея масляный манометр. 

Прибором высокой разрещающей силы служил в наших оnытах 
изготовлеr-щ:ый в ГОИ эталон Фабри- Перо (ИЗС-9) со стеr<ляннымИ! 
nластинкаt\М, лакрытыми полупрозрачным слоем серебра. В качестве· 
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прибора предварительной дисперсии использовался трехпризмеиный 
стеклянный спеkтроrраф Штейнхель с фокусным расстоянием объек­
тива rсамеры F = 640 мм. Эталон Фабри- Перо ставился между источни­
ком света и щелью спектрографа. Интерференционная rсартина проек­
тировалась на расширенную щель спектрографа nри nомощи выеоно­
качественного объеюива <<Тессар» (Р = 600 мм). 

Для исследования сверхтонкой структуры сnектральных линий 
U233 и Pu239 были использованы чистые изотопы в виде оrшсных со­
единений: UsOs и Pu02. В трубку заrсладывались пробы весом от 3,5 до 
8 мг. Оказалось, что оrшсь-закись урана и ОI{ИСЬ nлутония непосред­
ственно в разрядной трубке не возбуждаются, хотя для наполнения 
последней и были использованы различные инертные, газы: Не, А, Kr, 
и их смеси. Для того чтобы возбудить спектры урана и плутония, 
нам пришлось вначале восстанавливать окись-заrсись урана и окись 
плутония до металлов. Восстановление производилось в разрядной 
трубr{е атомарным водородом в условиях электрического разряда при 
давлении водорода поряюса 2 мм рт. ст. и силе разрядного тоrса oкo­
JIO 0,3 А. Время, в течение которого происходит восстановление до 
металла,- поряд!{а 1-5 час. Трубка nиталась постоянным током от 
высоковольтного выпрямителя. Оптимальными условиями возбуждения 
урана и плутония являются: давление аргона 2 мм рт. ст. и сила тока 
порядr{а 0,2 А. Сверхтонкая структура в спектре урана была сфото­
графирована с промежутками между nластинами эталона в 6, 1 О и 
15 мм, с Э!{Спозицией: в 20 мин. Сверхтонкая струитура в сnектре плу­
топии была получена с nромежутками в 10 и 15 мм, с экспозицией в 
30 мин. 

Сверхтонкая струюура линий урана и плутония промерялась на 
компараторе Аббе. Для nромера сверхтонкой структуры линий урана 
были использованы центральные rшльца, расположенные с одной сто­
роны интерферепционной картины. Для нахождения диаметров колец 
в этом случае был использован метод Ритчела-Шрамсна [7•8]. Обработ­
ка результатов измерений проводилась методом <<nрямоуrолыrых таб­
лищ [н]. Для промера сверхтонкой структуры линий плутония были 
использованы нецентральные кольца. Для обработки результатов изме­
рений был применен приближенный метод Макиира [8]. 

3. Результаты 
а) С в е р х т о н к а я с т р у к т у р а л и н и й U233 

Тщательный анализ сnектро~рамм U233 nозволил r.faм обнаружить 
заметную сверхтонкую структуру па 12 линиях. Среди них п~лностыо 
разрешенная шестиrшмпонентная сверхтонкая стру1{Тура наидена на 

nяти лининх: 6826,93; 5976,34; 5915,40; 4515,28 и 4171,59 А. На осталь­
ных линиях наблюдается либо частичное разрешение компо!-Iент, либо 
сильное уширенне rсонтуров линий. Сводные данные о сверхтонкой с;,труrс­
туре этих линий приведены в табл. 1. В четвертом столбце :,тои таб­
лицы представлена измеренная нами для некоторых линии полная 

ширина расщепления, в пятом столбце указан вид расщепления. 
<<Полное>> расщепление означает, что на спеrстроrраммах наблюдаются 
раздельно шесть компонент; «частичное>> расщепление показывает, что 

струi{тура линий в наших условиях разрешается неполностью. В шестом 
столбце отмечено направление падения интенсивности компонент. 
«Красное>> падение означает, что интенсивность комnонент уменыiiает­
ся в сторону уменьшения волновых чисел; «фиолетовое>> падение 
означает, что интенсивность компонент уменьшается в сторону возраста­

ния волновых чисел. Из таблицы видно, что расщеnление на искро­
вых линиях больше, чем на дуговых. Среди дуговых линий наибольшая 
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ТабJiица 1 

Сверхтою<ая струi<тура в спентре U233 

Полная 
Вид Наnравление 

Длина Тиn ширина 
J(лассификация ['] падения 

волны D А атома 
расщеnления расщеnления ИIITCHC!!DHOCTИ 

(см-') 

6826,93 I .f3dS2 5 L 6° -146в ~0,15 Полное Фиолетовое 

64119,16 I 5/(5° -1614 ~0,18 Частичное " 
6077,29 I 6/(5°-1706 - " 

-
5976,34 I А 7° -2056 ~0,25 Полное Красное 

5915,40 I 5L6° -1697 0,323 " " 
5564,17 I А 7° -218о .-.-0,2 Части<rное Фиолетовое 

4543,63 II .f3ds I<•r, -229нr, ~0,5 " 
Красное 

4515,28 II L"J,-22Ll•l, ~0,7 Полное " 
4472,33 II Lнf,- 226н/, - Частичное 

" 
4341 '69 II L"f,- 2~3•{, - " " 
4171,59 II L"t, -2:17"J, ~0,6 Полное Фиолетовое 

4090,13 II Lщ,- 261''1, ,-...,0,5 Частичное -

ширина расщепления (0,32 см-1) наблюдается для линии 5915,40 А, ере~ 
ди искровых линий наибольшее расщепление испытывает линия 4515,28 А 
(около 0,7 см-1). 

Основываясь на шестикомпонентной сверхтонкой структуре четы­
рех полностыо разрешенных линий, ветрудно сделать заключение 
о величине ядерного спина U233 • Если nредположить, что J < 1, то 
термы должны расщепляться на 21 + 1 подуровней. Это значит, что 
каждая из рассматриваемых линий урана расщеплялась бы не на шесть 
I<омпонент, а на значительно большее и притом разное число компонент. 
Легко видеть, что дуговые линии расщеплялись бы на нечетное число 
компонент, искровые линии на четное число компонент. Поскольку 
это противоречит опыту, то предположение J <1 следует считать 
неверным. Остается другая возможность, а именно 1 < 1. В этом слу­
чае каждый терм будет расщепляться на 2 J + 1 подуровней сверхтон­
IШЙ структуры. Если считать, что при каждом переходе заметное 
расщепление испытывает либо верхний, либо нижний уровень, то 
расщепленные линии должны состоять из 21 + 1 компонент. На основа­
нии нашего опыта следует, что 21 + 1 = 6, отсюда спин ядра U233 

равен 5/2. 

... 

1 
' ! i 

1 

1 .",., 

Наиболее подробно была изучена нами сверхтонкая структура U233 

на дуговой линии 5915,40 А. На рис. 3 (вклейка) приведе на спектрограмма 
этой линии, полученная с промежутком 1 О мм между пластинами интерфе-
рометра. На следующем рис. 4 представлена микрофотограмма сверх- 11 

топкой структуры этой линии, записанная при помощи регистрирующе~ 
го микрофотометра. На пр иведенных фотографиях отчетливо видна ра::1ре- ·.. , 
шенная структура с шестью компонентами постепенно уменыпающейся 
интенсивности в сторону уменьшения волновых чисел. На рис. 5 вверху 
дана схема переходов, а внизу представJiена схематическая структура 

линии 5915,40 А .Схема переходов построена на основе экспериментаJrыю 
найденного направления падения интенсивностей компонент сверхтонкой 
структуры, принимая во внимание правило интенсивностей и считая, что 
расщепление испытывает только верхний терм. Исходя из этой схемы, ви-
дим, что терм 1697 является нормальным. Наше предположение о расщеп-
Jiении в случае линии 5915,40 А верхнего терма подтверждается тем, 
что линия 6826,93А с тем же самым нижним термом (табл. 1) имеет 
в два раза меньшую ширину расщепления и обратное падение интен-
сивности в компонентах сверхтонкой структуры. 
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Используя марки nочернений, мы нашли соотношение интенсивностей 
компонент свер.хт~нк?й .ст~ук_туры дJIЯ линии 5915,40 .А, rюторое ОI{а­
залось равным: l!: l2: la: l4: l5: l 6 = 34: 30: 28: 25:21 : 19. Поскольку вре­
.мена экспозиции при нанесении марок почернений и съемке структу-

------- -::s;: 

:·~--=- -----=--== -- __:__- . _э&:~=-~~ 

Рис. ,lt, Ми!(рофотоrрамма JJIШИИ U! 5915,40 А 

ры были различными, то учитьшалась константа Шварцшильда. Кроме 
того, было учтено изменение интенсивностей в интерференционной 
картипе от порядка Ic порядку, и была 
с.делапа поправка на наложение конту­

ров компонент сверхтопкой структуры 
друг на друга. Распределение интенсив­
ности· по коптуру интерференционного 
максимума находилось по нерасщеплеп­

ной линии аргона, расположенной вбли­
зи исследуемой линии урана. Найденное 
соотношение интенсивностей показывает, 
что в пределах погрепrности измерений 
правило интенсивностей соблюдается. 

г 
----------~--шт 
------.--+--!7/z 
--·----~~~--ffk 

---.......,.--!:...-}--· - 1:1/z 
--.--~-·-f-+- -11/z 
~--1--1--1--+--+-fl/z 

Интервалымежду!{омпонентами·сверх­
тонкой структуры, начиная с длинно-
волновой компоненты, оказались равны- f3d5·2 51.,8 _........~.,_~........~.....,~._,~".,.. 
ми: 0,056; 0,064; 0,070; 0,068; 0,065 см-1 

{рис. 5). Полная ширина структуры соста­
шшет 0,323 см-1 • Если исходить из рас­
щепления верхнего терма, то, согласно 

правилу интервалов, соотношение рас­

стояний между rшмпонентами должно 
быть равно: 56:66,2:76,4:86,5:96,7. Из 
сравнения эпсперименталыrых и теоре­

тических данных видно, что найденные 
расстояния между компонентами не укла­

дываются в правило интервалов. Это 
можно объяснить наличием у ядра U233 

Рис. 5. Схема переходов и с.uерх­
тоtшая структура" линии ur 

5l!15,40 А 

квадрупольноrо момента. Если пренебречь возмущениями подтермов 
·Сверхтонr<ой структуры, то пайденные iштервалы для Jшнии 5915,40 .А 
укладываются в формулу [10]: 

!:::..Т-~ С+ В3/8 С(С + i)+1f2JJ(J + 1)(! + 1) 
- 2 IJ (21 -1)(2J- 1) 

при А=+ 0,009 и В=- 3,8·10-2• В этой формуле D..T есть смещение 
nодте~ма, выраженное в см-\ С= F(F + 1)-1(1 + l)-J(J + 1), 
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.А -константа, характеризующая магнитное взаимодействие ядра с элек­
тронной оболочкой, В- константа электрического квадрупоJТыюго. 

взаимодействия. 
Сравнивая данные работы (2] о сверхтонкой структуре линии 5915,40 А 

для U235 и наши данные для U233 можно сделать вывод, что магнитные ' с б момеr{ТЫ этих изотопов имеют противоположные знаr<и. ог.rJЭсно [ ] 
магнитный момент ядра U235 имеет отриuательный знак, следовательно, 
магнитному моменту U2зз можно приписать положительный знаrс Судя· 
по полной ширине расщепления линии 5915,40 .А для U233 и U235 

[
2
], 

м.ожно сказать, что магнитный момент U233 примерно в 1,5 раза больше· 
магнитного момента U235 • 

б) С в ер х т о н к а я с тру к т у р а л и н и й Pu239 

Тщательный анализ спектрограмм, снятых для исследования сверх­
·тш-ш:о'й структуры в спектре плутония, показал, что около 70 линий' 
'Расщепляются па две I{омпоненты. Из них наиболее яркими являются 
·Следующие линии: 4196,16; 4206,37; 4289,10; ,..4393,87; 4396,31; 4406,7~;. 
4441,57; 4456,61; 4468,48; 4472,70; 4504,80; 4о35,95; 4630,82; 4664,10А. 
В хачестве примера на рис. 6 мы приводим один из участков спектра 
плутония с линиями, обладающими харан:терной дублетной сверхтонкой 
структурой. 

Исходя из дублетной сверхтонкой структуры спектральных линий: 
плутония, JJегко определить механический момент ядра. Предположим, 
что J <I, тогда термы должны расщепляться на 2./ + 1 подуровней. 
Если считать, что при каждом переходе заметное расщепление испы­
тывает либо верхний, либ!J нижний уровень, то и линии должны 
расщепляться на 2.1 + 1 I{омпонент. Поскольку в спектре плутония 
присутствуют как дуговые, так и искровые линии, имеющие разJшчпые 

целочисленные и полуцелые значения J, то различные линии должны 
расщепляться на разJJичное число rшмпонент (дуговые линИи на печетное: 
число компонент, ИСI{ровые- на четное число компонент). В нашем· 
же случае все расщепленные линии имеют только две компоненты. 

Следовательно, предположение.!< 1 отпадает и остается другая возмож­
ность, что J>I. В этом случае каждый терм будет расщепляться 
на 2/ + 1 подуровней сверхтонкой структуры. Отсюда механический 
момент ядра Pu239 равен 1/ 2 • 

Для всех линий со струюурой нами были промерены интервалы 
между Iюмпонентами. Результаты измерений представлены в табл. 2. 
Оr<азалось, что полная ширина сверхтонкой структуры колебJiется от 
0,04 до 0,2 см-1 • Наибольшее расщепление обнаружено у линий 4097,51; 
4468,48; 4472,70; 4504,80 .А и наименьшее у линий 4753,47; 5549,49;. 
5562,06; 6091,92; 6119,25; 6488,84 .А. Около сотни линий плутония не 
дают в условиях нашего опыта сверхтонкого расщепления. Из них. 
наиболее яркими являются: 4101,91; 4167,57; 4189,97; 4335,91; 4385,37;. 
4419,34; 4627,39; 4689,40; 4731,02 .А. 

Большинство расщепленных линий плутония имеют близкие по. 
интенсивности компонент:Ьr. Однако у ряда линий ь:омпоненты сверхтон­
кой струr<туры сильно разJiичаются по интенсивности, причем у некоторых. 
из них более яркой является длинноволновая I<Омпонента, тог да каi{ 
у других, наоборот, более ярi<ой является коротr{оволповал J{омпонента. 
В качестве примера на рис. 7 приведены микрофотограммы сверхтонкой. 
структуры линий 4206,37 и 4393,87 .А в двух порядках, поJiученные при. 
nомощи регистрирующего микрофотометра Цейса. ·Такие микрафото­
граммы были использованы нами для определения разности почернений 
и относительной интенсивности компонент сверхтонкой структуры. 

Результаты измерений для пяти линий плvтония представлены 
в табл. 3. Во втором столбце даны разности поЧернений между длин-
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Длина 

BOJ!liЫ в А 

4061;, 65 
4097,51 
4141,22 
4196,16 
4206,37 
4211,96 
4224,02 
4229,63 
4249,63 
4269,(i4 
4289,10 
4316,61 
4326,23 
4358,00 
4ЗВ2, 73 
4393,87 
4396,31 
4!106, 73 
44111157 
4456,61 
4468,48 
4472,70 
4491,61 
41196173 
4504,80 
lt507 ,63 
4512,75 
4527,57 
4606,81 
4625,62 
4630,82 
<1639,28 
466!1, 10 
4676,18 
4689,10 
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Таблица 2 
Линии плутония, обладающие сверхтонl{ой структурой 

"' ;:: .... 
15 Ширина сверхтоююй " Ширина соерхтохшой 
~ струхстуры 

Длина 
g 

стру"туры 

"' "' и." 

1 

"' g;~ ВОJШЫ в А bl" 

1 

!;;~ в см-1 в А ~!;. 
в см-1 в А :о "Е 

:S:<O ;s:., 

11 0,098 0,016 4691,96 2 о 1 151; 0,03Lt 
4 0,198 0,033 4698,63 0,101 0,022 
4 о, 158 0,027 4701,04 5 0,121 0,027 
7 0,111 0,019 4715,64 2 0,08 0,018 
7 О, 128 0,023 4720,62 2 0,06 0,013 
3 0,119 0,021 4735,31 2 0,097 0,022 
2 0,11.6 0,021 4741,82 1 0,089 0,020 
5 0,130 0,023 4753,47 1 0,048 0,011 
3 0,118 0,021 4808,89 3 0,116 0,027 
2 0,073 0,013 4810,54 3 0,061 0,014 
2 0,115 0,021 4823 '011 7 0,133 0,031 
3 0,143 0,027 4842,40 0,167 0,039 
2 0,136 0,025 ~957,4 0,161 O,OftO 
6 0,139 0,026 5014' 15 0,136 0,034 
4 0,08В 0,017 5023,28 5 0,089 0,022 
8 0,134 0,026 5270,01 0,1111 0,032 
8 0109 0,017 5328135 0,149 O,O<i2 
8 0,066 0,013 5341 198 О, 1Lt9 0,042 
7 о, 101 0,020 5358144 1 0,074 0,021 
5 0,127 0,025 5498142 0,081. 0,024 
11 0,161 0,032 5549,49 2 0,038 0,012 

10 0,167 0,033 5562,06 4 0,052 0,016 
3 0,091 0,018 5570,43 3 0,121 0,037 
2 0,154 0,031 5667,29 1 0,100 0,032 

10 0,165 0,033 5733' 1.9 0,059 0,019 
0,078 0,016 5838,92 2 0,054 0,018 
0,09!1 0,019 5864,83 1 0,062 0,021 

2 0,097 01020 60!)1 ,92 4 0,050 0,018 
11 0,236 0,050 6100,32 5 0,060 0,022 
2 0,142 0,030 6119,25 4 0,044 0,01.6 
4 0,163 0,035 6176,21 !; 0,071 0,027 
3 0,142 0,031 6192,63 7 0,039 0,015 
6 0,139 0,030 6449,6 0,0611 0,027 
1. 0,092 0,020 6488,84 5 0,048 0,020 
2 0,067 0,015 6542,1 0,051 0,022 

новолновой и коротковолновой компонентами сверхтонкой структуры 
(Sg- s,~). Знак ( +) означает, что длинноволновая компонента является 
более интенсивной по сравнению с коротковолновой. ~омпОiiентой, 
знак (-) означает обратное соотношение интенсиввостей. Зная величину 
почернения компонент сверхтонкой струrпуры, мы оценили относитель~ 
ную интенсивность этих компонент llf / ln. (см. третий столбец табл. 3), 
воспользовавшись характеристическими кривыми, построенными по 

маркам почернения спектра железа, спятого через девятиступенча'J'ЫЙ 
.ослабитель. 

Тот факт, что у некоторых линий более яркой является длинновол~ 
новая компонента, а у других, наоборот, эта компонента является более 
слабой, можно объяснить расщеплением разных уровней (верхних или 
нижних). Для правИJrьных подуровней сверхтонкой структуры более 
яркая длинноволновая компонента получается в результате перехода с 

верхнего нервещепленного уровня на нижний расщепленный уровень 
(рис. 8, а) и, наоборот, более ярr{ВЯ коротrюволновая компонента соот­
ветствует переходу с верхнего расщепленного уровня на нижний нерве~ 
щепленный (рис. 8, б). В первом CJryчae 11(/ Iи> 1, во втором, наобо­
рот, lg/flt< 1. 
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Если сверхтонffая структура линий определяется расщеплением 
лишь одного уровня, то интенсивности сверхтонrшх компонент будут 
проrюрциональны статистичесr{ИМ весам сверхтош<Их подуровней. В этом 
cJryчa~ можно записать (рис. 8): 

1 в 2F2 -1-1 
]А = '2F1 + 1 ' 

5"'9?' 

-л 
Рис. 7. Микрофотограммы JIИIIИЙ плутолпя: а- i\ = :1393 87 А; 

' ' б- Л= 4206,37 А 

Таблица 3 

Длина 
Относнтельная 

Развостr, IJHTCIICIJD!IOCTЬ 

DOJ!fiЬI ПОЧСfНIСНИЙ 

вА Sg-S/1 
J g/I/! 1 IпJiл 

lt206,37 -0,33 0,4Н 2,04 
lj393,87 +0,08 1,25 1,25 
43()6,31 -0,14 0,75 1,33 
!t468,48 +0,12 1,37 1,37 
l,50,i,80 +0,29 1,87 1,87 

1 

=rt=F, 
1 

f, 

~F, 
ll 8 

Jj_ 
F, 

8 л л в 
_f_L~., _Ll.,_v 

tl о· 

Рис. 8 · 

Так кш< для ядра плу·тония 1 = 1( 2, то F1 = J- r;., r=- J + 1/ о _ 1 2 = 2 • тсюда 
nолучаем: 

Iв J + 1 
т;=-т 

i 
1 

' 1 

#fi 



Сверхтонкая структура спектр. линий н спины ядер U23з и Рвмо 47\J 

Таким образом, зная точное соотношение интенсивностей двух r<омпонент 
сверхтонкой структуры, можно найти численное значение квантового 
числа J для расщепленного уровня и на основе этого числа определить 
:квантовые числа F1 , F2, характеризующие поJrный момент количества 
движения всего атома. Из приведеиных формул следует, что eCJrи 
Iв f Iл ~~ 1 (приблизительно равноинтенсивные l{Омпоненты), то расщеп­
ленный уровень данной линии будет хароr<теризоватын большим значе­
нием квантового числа J; и наоборот, если lв jl л> 1 и достигает значений 
3,0-1,5 (сильно отличающиеся по интенсивности I<омпопепты), то рас­
щепленный уровень будет иметь пебольшое по величине значение J. 

Из приведеиных нами данных следует, что если термы правильные, 
то в случае переходов, соответствующих линиям 4206,37 и 4396,31 .А, 
расщеплен верхний терм и, наоборот, в cJryчae линий 4393,87; 4468,48; 
4504,t0 А расщеплен нижний терм. Можно, повидимому, считать, что для 
верхнего терма линии 4206,37 .А и нижнего терма Jщrши 4504,ЕО А кван­
товые числа равны J = 1, F1 = 1/2 и F2 = 3/2· Следует, однако, отметить, 
что поскольку боJrьшинство расщепленных линиii плутония имеют блиs­
I<ие по интенсивности J{ОМпоненты, то большая часть термов характери­
зуется большими по величине числами J. 

Весьма простые соображения показывают, что при дублетной струк­
туре уровней переходы между расщепленными уровнями могут давать 

в некоторых случаях трех- и четырехкомпонентную структуру линий. 
Внимательно просматривая наши спектрограммы, мы rtaШJIИ лишь одну 

линию с четырьмя I<Омпонентами (4521,04 А) и одну с тремя (4535,95 А). 
Следует, однаi{О, более обстоятельно исследовать струl{туру этих 
линий, так I<ак надо иметь в виду, что в каждом из этих случаев, 

возможно, имеет место наложение двух различных линий, близких ло 
длине волны. 

Если исходить из найденной величины спина Pu239
, то, в соответ­

ствии с теорией, квадрупольный момент этого ядра равен нулю. 
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ИЗОТОПИЧЕСКОЕ СМЕЩЕНИЕ В СПЕКТРЕ ПЛУТОНИЯ 

А. Р. Стри:гшюв, Л. А. Коростылева и !0. П. Донцов 

В области 4100-6500 А обнаружено изотопичесJ<ое смещение у 19 линий плутопин. 
Оказалось, что из них 13 лишiй обладают чисто изотопической структурой и 5 J!!l­
ний-изотолической и сверхтонкой струr<турой. Все дипии, за искдюченисм G192,G3A, 
испытывают отрицатедьпое смещение. Вешrчина изотопического смещения дJIН иссле­
дованных линий изменяется от 0,08 до 0,29 см-1 . На основе данных об изотопическом 
смещении и сверхтонком расщеплении диний установдевы схемы переходов для 
линий, обJшдаrощих только сверхтонкой сrруктурой, или толы<о изотопической струк­
турой, иш1 той и другой вместе. Кроме того, для пекоторых уровней этих пере­
ходов предсr<азаны, более ИJJИ менее достоверно, электронные конфигурации. 

1. Введение 

Большое внимание уделяется в настоящее время иссJrедованию изо­
топического смещения в спектрах элементов актиниднаго ряда. Наибо­
лее подробно изотопическое смещение исследовано в спектре урана. 
Впервые этот эффект в спектре урана был обнаружен в работе [1], 

а затем. подробно исследован в работе [2
]. Недавно изотопическое сме­

щение было открыто и изучено в спектре тория [3
]. 

В процессе проведения нашей работы появилась статья об изото­
пическо.м смещении. в спектре nлутония [4]. Авторы сфотографировали 
на большом 9-метровом диффракционном спектрографе (дисперсия 
0,92 А/мм) спектры двухизотопных проб плутония (Pu 2311 + Pu242 и 
Ptt289 + Pu240

) и исследовали ультрафиолетовую область спектра в ин­
тервале 3350-4050А, где обнаружили oкoJro 20 Jrиний с заметным 
изотопичеСI<ИМ смещением между компонентами Pu238 и Pu210 • Из них 
только на четырех линиях найдено измеримое смещение между ком­
понентами Pu239 и Рн2'10 • Разрешающая способность установки цитиро­
ванной работы была примерно в шесть раз ·меньше разрешающей спо­
собности нашей установки. Поэтому авторам [4] не у далось обнаружить 
сверхтонкой структуры линий изотопа Рн230 , что сказал ось, конечно, 
на точности измерещш ве,личины изотопичеСI{ОГО смещения для неко­

торых линий. 

Целью настоящей работы, в.ыполненной в середине 1953 г., явля-

1 • 1 

лось исследование изотопического смещения в спектре плутония. tt 
В задачу входило измерение интерваJюв между компонентами изотопи- •· ·" 
ческой структуры и определение соотношения интенсивностей компонент 
изотопической структуры. 

2. Экспериментальная часть 

Для возбуждения спектров плутония была использована таi<ая же 
разрядная трубка с полым катодом и таi<ая же вакуумная система, 
какие применялись нами для исследования сверхтонкой структуры 
линий U233 и Рн239 

[
5
]. В качестве прибора высокой разрешающей СИJJЫ 

испоJiьзовался эталон Фабри-Перо, скрещенный с трехпри::~меrНIЫМ 
стеклянным спектрографом Штейнхель. Эталон Фабри-Перо ставился 
между источником света и щелью спектрографа. Интерференционная 

i 
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картина проектировалась па щель спектрографа при помощи объектива 
Тессар (/ = 600 мм). 

Для исследования изотопической структуры спеr{тра плутония бьiJra 
испоJrьзована смесь двух изотопов PL1239 + Pu210 в виде окиси. В трубку 
закJrадывалась проба весом около 8 м г. Окись плутония восстанавли­
валась до металла атомарным водородом в условиях электрического 
разряда [5

]. Возбуждение осуществлялось при давлении аргона 1-2 мм 
рт. ст. и CИJie разрядного тока 0,2А. БьiJrи сняты два спектра в об­
ласти 4100-6500А с временем экспозиции 60 мин. и с промежутками 
между шrастинами этаJюна в 10 и 15 мм. 

3. Результаты 

ВниматеJrыrо рассматривая полученные спектрограммы, мы нашли 
OI{QЛO двух десятков линий с признаками изотопической структуры. 
Неиоторые из найденных нами линий со-

'V{САГ~ 

tL 

V[CAГ1J 

Рис. 1. Структура линиИ ~рrу­
тония: а- л= 4493,67 А; 

б-1.=4206,37 А 

стояли из двух компонент, другие- из 

трех компонент. Сравнивая визуально струк­
туру Этих линий на спектрограммах двух­
изотопной nробы PL1239 + PL1240 со струк­
турой тех же линий на спектрограммах од­
ноизотошrой nробы Pu239

, мы установили, 
что одна из компонент в структуре этих 

линий принадлежит изотопу PtJ 240 , На рис. 1 
приведена в rшчестве примера схемати­

чески струюура двух Jrиний 4493,67 и 
4206,37 .А, одна из I{Qторых состоит из двух 
компонент, а другая из трех (на этом ри­
сунке и на последующих компоненты изо­

топов отмечены массовыми числами). Нами 
были измерены интенсивности компонент 
ряда спеrпральных линий с изотопической 
структурой, что подтвердило наличие изо­
топического смещения в спектре плутония. 

В изученной нами области С:[Iектра было обнаружено 13 линий 
плутония с чисто изотопической структурой и 6 линий с изотопиче­
ской и сверхтонкой структурой. У всех Jшний найдено отрицательное 
смещение (т. е. компонента Pu240 смещается в сторону меньших волно­
вых чисел), за исключением линии 6192,63.А. 

Для определения велиlшны смещения были использованы нецентраль­
ные кольца. Обработка результатов измерений производилась по мето­
ду Макиира [0.1. Окончательные результаты представлены в табл. 1, 
где в столбцах 3 и 4 дана величина расщепления между компонентами 
PLt280

, в столбце 5 nриводится интервал между I<ампшrентой Pu240 и 
соседней компонентой Pu230 • В столбцах 6 и 7 приводится величина 
изотопического смещения между компонентами PL1239 и Pu 240

, причем 
для линий с изотопической и сверхтонкой структурой оно вычислялось. 
путем прибавления к интервалу между компонентами Pu230 и соседней 
компонентой PL1240 полуширины сверхтонкой структуры (столбцы 3 и 4} 
без учета центра тяжести. Полученные данные показывают, что вели­
чина изотопического смещения в елеюре плутония лежит в пределах 

от 0,08 до 0,29 см-l при разности массовых чисел двух изотопов 
д.А = 1. НаибоJrьшее смещение обнаружено на линиях: 4159,87; 4396,31; 
4468,48; 4484,20; 4986,72.А, наименьшее- на линиях: 4567,45; 5590,~1; 
6192,63.А. Можно сн:азать с уверенностью, что линии 4393,87; 4441,ь7; 

· 4491,61; 4504,80.А не обладают изотопической структурой, так как эти 
линии не устуnают по своей интенсввности в наших спектрах другим 

линиям, у которых найдена компонента Pu240• 

7 ЖЭТФ, N! 4 
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Таблица 1 

Сnеl{тральные линии плутония, обладающие изотопичесной стру!{турой 

Ширина сnерхтош,ой 
Интервал~ 

Изотопическое смещение 

струi(Туры 
рu2зо _ Pu24.o 

Длина DOЛIIЫ Интспснn- между Рна.sо 

в .А 
IIOC'Гb 

1 

11 соседней 

1 

n дуге 
n.A 

1\ОМЛОИеНТОЙ 
в .А в см .... 1 Pu 23 ' в см в см-1 

4140,10 3 - - -0,197 -0,034 
4151,38 /! - - -O,Hi7 -0,029 
4159,87 4 - - -0,261 -0,045 
4206,37 7 0,128 0,023 0,069 -0,133 -0,023 
4396,31 8 0,09 0,017 0,2М -0,289 -0,058 
4468,118 4 0,161 0,032 0,172 -0,252 -0,050 
41172,70 10 0,167 0,033 0,075 -0,158 -0,032 
4478,63 1 - - -- -0,093 -0,019 
4484,20 1 - - - -0,239 -0,048 
4493,67 10 - - - -0,132 -0,027 
4506,56 - - - - -0,195 -0,040 
4567,28 1 - - - -0,111 -0,023 
4676,18 1 0,092 0,020 о, 177 --0,223 -0,0/19 
4798,93 1 - - - -0,169 -0,039 
1!986, 72 3 - - - -0,235 -0,058 
504Lt,53 2 -- - - -0,215 -0,055 
5590,51 4 - - - -0,122 -0,038 
5630, <'JS 6 - - - -0,123 -.:0,039 
6192,63 7 0,039 0,015 0,058 -/--0,077 -f-0, 029 

Изотопическое смещение в спектре плутония по своей величине 
близко к смещению в спектрах урана [2

] и тория [3J. Если сравнить 
изотопическое смещение в спектрах актинидных элементов с изотони­

ческим смещением в спектрах предшествующих тяжелых элементов 

(Hg, Tl, РЬ), то легко видеть, что в области актинидных ядер имеет 
место "скачок" изотопического смещения. Такие "скачки" были уже 
обнаружены в случае церия, неодима, самария и европия, а таюке 
в случае свинца. В настоящее время установлено, что эти "скачки" связаны 
с очень большим изменением формы ядра. Основываясь па этом, мож­
но, повидимому, объяснить и относительно большое изотопическое сме­
щение в спектрах актинидных элементов. 

4. К вопросу об электронных конфигурациях 
в атоме плутония 

Все линии плутония, структура которых была нами исследована, 
можно разбить на четыре группы: 

1. Линии, обладающие только сверхтонкой структурой (всего 
65 линий) [5]. · 

2. Линии, испытывающие чисто изотопическое смещение (13 линий). 
3. Линии, обладающие сверхтоюшй и изотопической структурой 

{6 линий). 
4. Линии, не испытывающие сверхтонкого расщепления и изото­

пичесr<Оrо смещения. 

Сопоставляя Pui с Sшl, по аналогии с UI и Ndi, можно считать, 
что осн:овное состояние нейтрального атома плутония относится к не­
воз бужденной электронной конфигурации 5 j56d7 s2 • В соответствии с 
r<лассифИI{ацией спектра урана можно предполагать, что более высо­
Iше возбужденные уровни принадлежат I< r<онфигурациям: 5j56d27s, 
5JБ6d7s7p, 5j57s27p, 5j56d27p, 5jБ6d8 • В случае однажды иqнизирован­
ного атома плутония имеются, повидимому, две системы эщ~ргетиче,-

J 

1. 
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ских уровней. К одной из них принадлежат уровни rшнфигураций: 
5j57s2

, 5f56d7s, 5j56d2
, 5J57s7p, 5J56d7p, к другой: 5jG7s, 5jC>6d, 5j07p. 

На основе наших экспериментальных данных не тру дно высказать 
некоторые соображения об электронных конфигурациях, I< которым 
принадлежат, повидимому, уровни некоторых переходов. Как известно, 
энергетические уровни атома, отпосящиеся к электронным конфигура­
циям с замкнутой группой электронов s2 и р6 , не испытывают сверх­
тонкого расщепления. Наибольшее расщепление испытывают уровни, 
относящиеся к конфиrурацинм с одним неуравновешенным s-эJrеюро­
ном. Что касается изотопического смещения, то оно сильнее всего 
проявляется на уровнях, принадлежащих конфигурациям с группой 
проникающих s2-эJrектронов. 

Исходя из этого можно считать, что линии первой группы, обла­
дающие только сверхтопкой структурой, принадлежат к переходам 
между уровнями возбужденных конфигураций типа 5JБ6d27p-5J56d27s 
(Pul) или 5J56d7p-5j56d7s (Puii). Один из этих уровней испытывает 
дублетное расщепление. Линии этой группы не могут относиться к пе­
реходам на основное состояние невозбужденной конфигурации 5J56d7s2 
или 5f57s2

, иначе бы они испытывали изотопическое смещение. 

Рис. 2. Схеыа nереходов, объ­
ясняющая изотопическое сме­

щение. а-!( расвое смещение, 

б- фиолетовое смещение ком-
поненты Рн210 
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Линии второй группы, испытывающие только одно изотопическое 
смещение, относятся, очевидно, к переходам типа 5f"6d27p- 5J56d7s2 

(Pul) или 5j56d7 р- 5f"7 s?. (Ptйl), которые оканчиваются или начинаются 
смещенными уровнями. Схема такого рода переходов представлена 
нами на рис. 2,а. Эта схема объясняет смещение компоненты Pu2'10 в 
структуре линий в красную сторону. На рис. 2,6 дана также схема 
переходов с верхних смещенных уровней: на нижние несмещенные, 
которая соответствует смещению rшмпоненты Pu240 в струi<туре линий 
в фиолетовую сторону, что было обнаружено на некоторых линиях в [1]. 

Линии третьей группы, обJrадающие сверхтонкой: и изотопической 
структурой, относятся, повидимому, к переходам типа 5j56d7s7p-
5J56d7s2 (Pul) или 5j57s7 р- 5J57s2 (Pнii). Уровни этих переходов испыты­
вают одновременно и сверхтонкое расщепление, и изотопическое сме­

щение. На рис. 3 даны четыре схемы, rшторые позволяют объяснить 
происхождение обнаруженных структур для всех шести линий этой 
группы. Очевидно, эти линии относятся rc переходам между уровнями 
низких возбужденных rсонфигураций и уровнями невозбужденны:х кон­
фиrураций. 

Линии четвертой группы относятся, повидимому, rc переходам между 
уровнями конфигураций .с непроникающими j-, d-, р-электронами, а 
также высокими уровнями конфигураций с s- и s2-электропами, которые 

7* 
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не испытывают заметного сверхтонкого расщепления и изотопического 

.смещения. 

Мы видим, что, используя результаты исследования сверхтонкой 
·Структуры и изотопического смещения в спеrпре плутония, можно 

получить весьма важные данные, относящиеся к его l{Лассифин:ации. 
Однако полная расшифровка спектра плутония возможна талыш на 
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Рис. 3. Схема переходов, объяспшощан смешанную crpvюypy линий. 
а и б- I<распое смещение I<омпонепrы Ptt240 с чередуюЙ.Lимися по нп­
тепсивности Iшмпонептами А и В сверхтонкой структуры изотопа Pti230 ; 

в и г- фиолетовое смещение с чередующимвся по иптенсивпостп ком-
понентами А и В сверхто1шой структуры 

основе исследования эффекта Зеемана. Данные о сверхтонкой струк­
туре и изотопическом смещении могут служить только вспомогатель­

ным средством для отнесения уровней к тем или иным эJrектронным 
конфигурациям. В заключение заметим, что приведенные схемы пере­
ходов относятся к случаям нормального расположения термов изото­

пов в соответствии с объемной теорией изотопического эффекта (термы 
более легких изотопов расnоложены глубже). Надо иметь в виду, что 
в сложных атомах иногда в результате возмущений встречается и 
неr-r'ормальпое расположение термов изотопов. 
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К ВОПРОСУ О ВЛИЯНИИ КОНЦЕНТРАЦИИ 

НА ЛЮМИНЕСЦЕНЦИЮ РАСТВОРОВ 

М. Д Галаuин, 

Вып. 4 

Получены уточненные экспериментальные данные о влилнии I<Оiщентрации на 
люминесценцию растворов флуоресцирующих I<расителей в связи с их оптическими 
свойствами. Поi<азано, что примене~ше теории резонансного переноса энергии воз­
буждения, связьшающей вероятность переноса с оптическими свойствами 133аимо­
действующих молекуJI, дает !Jозможность приближенно вычислить константы, опре­
деJiяющие деполяризацию, I<оторые nводились ранее как эмпиричесiше, и у!\азать 

соотношение между тушением и уменьшеннем длительности флуоресценции. 

1. Введение 

Влияние концептрации растворов па флуоресценцию, проявляю­
щееся уже при сравиителыrо малых копцентрациях в концентрационной 
деполяризации флуоресценции, концентрационном тушении и умень­
шении длительности флуор~сценции, объясняется индуктивным резо­
ifапсиым переносом энергии возбуждения между молекулами растворенно­
го вещества. Общая полуфеноменологическая теория этих явлений была 
развита Вавиловым [1•0]. Константы, определяющие вероятности переноса, 
в теории Вавилова вводились как эмпирические. Дальнейшее развитие 
теории резонансного переноса энергии возбуждения позволило связать 
вероятность переноса от одной молекулы к другой с вероятностями 
элен:тронпых переходов в каждой молекуле и тем самым с их опти­
ческими свойствами (3-6]. Однако ·до сих пор еще не проводилось 
i<:оличественное сравнение экспериментальных данных по r<:оrщентра~ 
iiионньiм эффеюам с. теоретическим расчетом. Значение этого вопроса 
возросло за последнее время в связи с тем, что. представленнем о 

реЗонансном переносе ·геriерь пользуются в ряде новых областей: на­
пример, для объяснения некоторых явлений при возбуждении люмине~ 
сценции быстрыми заряженными ~частицами, а также явлений сенси­
билизованной люминесценции кристаллqфосфоров. 

Имеющиеся в литературе ЭI{Спериментальные данные по I{оrщентра· 
Ционным эффен:там недостаточны для сравнения: с теорией, так кы<: в 
irиx ·отсутствуют точные измерения спектров. )Келательно также уточ­
нить некоторые детали методики измерения и, в особенности, данные 
по. длительности флуоресценции.·. . 

В наС'l'Оящей работе поставлена задача получить необходимые 
эксп~:рименталыrые данные и сравнить их с. резул~татами теории .. 

2. Теория влияния переноса энергии возбуждения 
на .закон затухания люминесценции 

Вычисление Еероятности переноса анеРгии возбуждения между 
двумя мо:Jl(~кулами с известными спектрами излучения и ноглощения 

было проведено впервые 13 работах (3.4], и в несколы<О бо.цее общем 
виде в [GJ; кЛ.ассическая интерпретация была дана в [5•7]. Если в. обеих 
молекулах переходы диполыrые, !{ак в рассматриваемых нкже моле· 
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}{Vлах красителей, то вероятность переноса в единицу времени от 

молекулы М1 н: молекуле М2 , находящейся на расстоянии R от моле­
I{улы М1 , равна 

П7 (R, -9·1 , .&2 , q;) = ~ С~пУ' '~": ~о (2 cos .Э·1 cos .9·2 - sin &1 sin &2 cos r.p)2
, (1) 

где ~-«средний» коэффициент логлощения молекул М2 (е_ассчитанный 
на одну молекулу) в области спеrпра излучения М1 , Л -средняя 
длина волны области перекрытия этих спектров 1, n- ПОI{азатель пре­
ломления среды, "е- средняя естественная длительность жизни воз­

бужденных молеr{ул М1 , .Э·1 и .Э·2 -углы, .составляемые осями дипо­
лей с направлением R, r.p- разность азимутальных углов дипо.ТJей. 

При применении (1) . !{ вычислению влияния переноса энергии на 
свойства люминесценции необходимо произвести суммирование по всем 
молекулам М2 , окружающим данную возбужденную молекулу М1, и 
усреднить суммарную вероятность по МОJrекулам м]. При этом воз­
можны различные физичесь:ие условия. В CJIJ'(Чae достаточно вязн:ого 
раствора среднее расстояние диффузионного·' см.еrл,еиия молекул за 
время возбужденного состояния мало, и моJrекулы можно считать 
неподвижными. В этом случае суммарная вероятность переноса не 
будет постоянной в течение времени возбужденного состояния, таr{ 
I{ai{ из-за статистических флуктуаций плотности расстояния R между 
различными М1 и М2 б у дут разными, и сильная зависимость вероят­
r-юсти переноса от R обусловит в начале времени возбужденного состоя­
ния большую суммарную вероятность переноса, чем в более nоздние 
моменты. Это приведет к тому, что зан:он убывания числа возбуж­
денных молекул М1 и, следовательно, закон затухания свечения М1 
r-Ie б у дут экспоненциальными 1'4]. 

При исдоJrьзовании раствора со сравнительно малой вязкостью, 
ко г да средний диффузионный пробег сравним или больше, чем среднее 
расстояни~ между взаимодействующими молекулами, :можно сделать 
предположение, что в течение времени возбужденного состояния М1 
неnрерывно осуществляется <<nеремешивание>> молекул м2, и сум­
марная вероятность переноса остается nостоянной. Такой случай рас­
матривался в [5] для объяснения тушения флус\ресценции nоглощаю­
щими веществами. 

· Оба указанных слу,чая должны вытекать I{ак предельные из точно­
го решения, учитываiQщего влияние диффузии мо.ТJекул на кинетику 
переноса. Однако в применении I{.l<оrщентрационным эффектам, когда 
для наблюдения поляризации .. лю~·несценции опыты проводятся с 
очень вязким растворителем, первый случай очень близок к условиям 
опыта. Действительно, средний квадрат смещения :молекулы при 
диффузионном движении за время возбужденного состояния (" ~ 5 · 10-о 
сек.) равен 

- kT т D..x2- -
- Зтс1J 1' ' 

(2) 

г де 'tJ- вязr<ость, r---"- эффективный радиус молеr<улы. При вязr<ости 

около 5 пуаз (глицерин) получаем V D..x2 ,..._ l.A, что значительно мень­
ще среднего расстояния, на котором происходит перепое. 

~ Более точное выражение [з.о] должно включать ~а (v)v~ (v) dv, где о: (v)- коэф­
фициент логлощения М2 , P(v)- нормированный сnектр излучения М1 • Та!\ t\aK об­
Jrас.ть nерскрытия сnеtпров ноглощения а (v) и ив_:9'чения Р (v). обычно певели ка, то 

).,4 \ ~4-
этот интегра.л можно приближенпо заменить па 7 J о: (Л) Р(Л) dЛ = 7о:. 
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Принимая, что молекулы неподвижны в течение времени возбуж­
денного состояния и расположены в растворе хаотически, можно пай­
·ти закон убывания числа n(t) возбужденных молекул М1 со временем: 

n (t) = n0 ехр {- ~о - N ~ (1- e-W(R,&.,&,,cpJt) dv}, (3) 

г де интеграл берется по всему объему; N- число 'М.Q{rекул М2 в еди­
нице объема, 't0 - среднее время возбужденного состояния при N =О, 
которое может быть меньше 'tc из-за каких-либо другИх процессов 
·тушения второго рода. 

Это выражение может быть получено методом, указанным Анто­
новым-Романовским для несколько другого случая (бимолекулярный 

1 процесс) [8]. Приведем зде.сь вывод; так как в [8] дан только резуль­
·тат. 

Если обозначить n (t)- концептра'цию возбужденных молекул 
Mi в зависимости от времени, n (r, t)- концентрацию возбужденных 
M\;)'Jreкy л, находящихся на расстоянии r от молекул м2, N (1'' t)­
концентрацию молекул м2, находящихся на расстоянии r от м;·, w (r)­
вероятность переноса в единицу времени от Mi к М2 при расстояниИ 

.r, Н- концентрацию м2, 1/'t- вероятность излучения Ml, то 

. dr:t;t) =- { + + ~ N(r·, t) W(r) d'V} n (t). (4) 
о 

Если в. начальный момент времени молекулы М1 и М2 распределе­
ны статистически относительно друг друга, то для n (r, t) можно написать 
_уравнение, учитывающее убыль числа пар М1 и М2 , находящихся на 
заданном расстоянии ~ 

dn ~~ t) = _ { ~+ ~ N(r, t)\W (r)dv + W(r)} п(r, t.). 
о 

(5) 

Принимая во внимание, что 

n(t)N(r,t)=Nn(r,t), (6) 

rиз ( 4) и (5) получим (3). 
Подставив (1), можно вычислить интеграл в экспоненте 2 

00 

~ (1 - e-·W(R,&.,&, cp)t) dv = ~ ~ ~ sin i}1 sin kl·2 d&l d&2 d<p Х 
о 

00 

х ~ с 1 - е.;_Ф·<&:,&,,ср)l/ R') R.2 dR = 
о 

"" 
= ~ ~ ~ УФ2 (~1,'} 2 rp) t sin -D·1 sin .f}2 d%1 d-D·2 d<p ~ (1 - е-1 1·'') ~.х; (7) 

о 

00 

~ (1 - e-1/.r') d.x::::.::: 1 ,8. 
о 

Для вычисJrения интеграла по уrлам необходимо учесть, что нужно 
.взять абсолютное значение множителя, зависящего от углов Ф (S\,.&2, <р)~ 
·поэтому при усредненИи по . %2. нужно, фиксировав {}1, наnравить по~ 

2 При интегрированиИ по R нижний предел должен быть равен суммо радиусов 
:21•0 

взаимодействующих молекул. Замена на нуль не вносит большой ошибюr, по­
.сi<ольку (2r0) 3 <t аз (см, раздел 3): 
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лярную ось вдоль направления эJrектричесi<ого поля первого диполя· 

и отсчитывать .fJ·2 от этого направления, а затем проинтегрировать по . 
.Э\, приняв во внимание угловую зависимость абсолютной величины 
элеi<трического поля диполя. Таким образом ПОJrучаем 

~ ~ ~ !.Ф (9·1 , &2, ер) 1 sin .9 1 sin S·2 d&1 d&2 dcp = 

тr/2 тr/2 2rc 

=2 ~ V3cos2 .Э"L+ lsin.&1 d&1 ~ ~ cos.fJ·2siniJ·2 d&2 dcp~47t·0,69. 
о о о 

Подставив (7) и (8) в (3), получим закон затухания 

n(t) = n0 exp {--t - 2q 1/ t } , 
~о ~ ~о 

( r )2·/~ q ~ 1,55 2юz V ---;;; <Х N. 

Аналогичный закон затухания получен несколько ипым путем в 

3. Влияние лереноса энергии возбуждения 
на люминесценцию растворов 

(8)· 

(9)' 

[4]. 

Из (9) можно найти зависимость выхода В люминесценции м0лекул' 
М1 от концентрации молекул М2 • Обозначив t / 'to = х, получим 

со 00 

В = В0 ~ e-x-zq]Гx dx = В0 ( 1 - 2qeq • ~ е-х' dx) ~ 
о q 

~Bo(l- v;q+2q2 +·. ·). GIO} 

Средняя длительность жизни 't возбужденных молекул определяется 
выражением: 

оо /со оо /со ) 
't = ~ tn (t) dt ~ n (t) dt = 'to ( ~ xe-·v-2rzV.'i dx ~ e-x-2qJГx dx · = 

о о о о 

='to [ ( 1 + q2- (3 + 2q2
) qe!f' ~·е-х' dx) / ( 1- 2qelf' ~ е-х• dx )] ~ 

q q 

( v; ) ~'to 1-тq+···. (11)· 

Эти результаты справедливы как в том случае, J{ОГда мш1екулы 
М1 и М2 разные (тушение или сенсибилизованпая люминесценция), так 
и когда они одинаковые (концентрационные явления). В последнем 
случае возможен обратный перет-юс от М2 к М1 , но посrшльi<у после 
переноса происходит быстрая релаксация в нормальное возбужденное 
состояние молекулы, этот перенос может рассматриваться пезависимо· 
от предыдущего. 

В случае одинаковых молекул тушение молекул М1 по (10) не оп-· 
редештет уменьшения выхода свечения раствора, так как большая 
L1асть переносов энергии не приводит к тушению, а вызывает тоJrько. 

деполяризацию люминесценции. . 
Для определения относительного числа переносов, не приводящих 

к тушению, можно воспользоваться следующими соображениями. 
Естественно сделать предположеi-ше, что уменьшение выхода Jrюмшrе-

1 
! 
1· 
L 
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•Сценции в антистоксовой части спектра справедливо не только при 
возбуждении внешним изJrучепием, по и для переносов энергии воз­
,буждения, поскольку в обоих случаях участвуют одни и те же эпергети­
·ческие состо:юrия молеr{ул 3

• Поэтому для вычисления числа переносов 
·без тушения и с тушением нужно найти среднее значение выхода в 
·Области перекрытия спектров р = ~ р (),)а(),) F Щ d), / ~ а Щ Р (),) d),, г де 
.Р (!,)-квантовый выход люминесценции, зависящий от длины волны 
возбуждающего света 4

• Отношение числа переносов с тушением к 
числу переносов без тушения равно (1 -р) /Р. Очевидно, что переносы 
·без тушения не приводят к уменьшению суммарной длительности 
возбужденного состояния молеJ{ул. Уменьшение длительности, как и 
_уменьшение выхода, определяется переносами с тушением. Деполяри­

зация люминесценции зависит от относительных чисел молекул, из­

.лучающих до переноса и после одного или I-IeCJ{OJrькиx переносов. 

EcJrи принять, что уже после одного переноса излучение полностыо 
деполяризовано [2

•
0j, то по общему правилу вычисления степени поля­

ризации получим 

Р = (2J 3 

2Р~'' !,, ) 1 ( ~ 3 !:_Р,, l1t)~ P0l0 1 (2JI,,), (12) 

г де Р,, и f~t- поляризация и интенсивность после k переносов (прини­
мая Р1 = Р2 = · · ·=О; 2 / (3- Plt):::::::; 2/ 3). Очевидно, что / 0 пропорцио­
нально выходу излучения молекул, не испытавших переноса энергии, 

а 'E,fk- выходу люминесценции всех молекул. 
На основании (10), (11) и (12) получаем следующие выражения 

для зависИмости выхода, длительности и степени поляризации люмине­
-сценции от концептрации при малых J{онцен:трациях: 

В/ Во= 1-V;t" q (1 -р), 

"/"о= 1 - 1/2 у; q (1- Р), 
P/Po=l-Vr1t-q, 

1r де q опредеJrяется (9'). 

(13) 

Сравнивая эти выражения с соответствующими формулами теории 
Вави.тrова [1•2], можем связать входящие в нее эмпиричесrше константы 
·с величинами, опредеJrяющими вероятность переноса. В теории Вави­
.лова вводится отношение вероятности переноса без тушения J{ вероят­
ности излучения -.:0 / k2 , соответствующее отношению для переносов с 
тушением "о 1 !г1 , и, I<роме того, дополнитеJrыю постулируется, что 
-существует «Мгiювенн:ое» тушение, имеющее сферу действия (о). По-
-следнее необходимо для того, чтобы объяснить наблюдаемое на опы-
те непропорциопалыюе изменение выхода и "· Из (13) получаем вы­
ражения дJIЯ эмп:иричеСJ{ИХ констант: 

"о 2 74 ( f )2 ~//' '~"о -. '~"о 1 '~"о (1 -)--= -- --а __., =(>.)=-- - р 
k2 ' 2rш "е ' k1 2 k2 · 

(14) 

Согласно (13) изменение выхода не п:ропорционально изменению 't'; 
при малых !{ОНцентрациях выход убывает вдвое быстрее <t. Таким 
образом концентрационное тушение не представляет собой чистого 

3 Смещение н расшпрепие уровней всJiедствие взаимодействии в случае СJJОЖ­
пых молекуJI мало по сравнению с шириной спеz<тров. 

·1 При оцщше абсолютного значения р пужпо учитывать только <<тушение nерво­
го рода>>, таzс zcazc «тушение второго рода», zсо1шурирующее с перепос:ом, учиты­

вается введением величины -r0 вместо '~"е· 
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«тушения второго рода>> (2,9А]. Этот результат получается в теории, 
без представJiения о <<сфере действия мгновенного тушению>. С изло­
женной точки зрения, представление о сфере действия дает аппрокси-· 
мацию закона затухания (9) (с вероятностью переноса, изменяющейся 
в течение времени возбужденного состояния) мгновенным тушением с 
последующим экспоненциальным зшшном затухания, соответствующим 

постояrпrой вероятности перепоса. Приведенные на рис. 1 закон за-· 
тухания (9) для значения q = 0,5 и 
экспоненциальный закоп затухания 
с предшествующим мгновенным спа­

дом (площади под кривыми равны} 
показывают степень Таi{ОЙ аппроr{СИ­
мации. Радиусу сферы действия 
теории ВавиJIОва можно сопоставить 
(см. также [4

]) характеристическое 

n(tl 
7Г 

l,o 

о 

1 

I,Oi 
Т: о 

Рис.1. Зai(OJI затухания люминесценции: 
1- по формуле (9) с q = 0,5; 2- Э!(С.ПО­
ненциальпый закон с мrновецпым туше-

нием вначале 

расстояние а= ( ~~ Jv р~. При та­
кой концентрации, ко г да среднее 
расстояние между молекулами 

становится порядка а, вероятность 

переноса сравнима с вероятностыо 

излучения. 

4. Методы измерений 

При ЭI{СПериментальном изучении 
влияния концентрации растворов на 

юоминесценцию необходимо искJIЮ-
чать илиучитыватьвлияние реабсорб­

ции и вторичного излучения [2•10). Реабсорбции можно избежать, при­
мешrя достаточно тонкие слои. Метод учета влияния вторичного из­
лучения на деполяризацию люминесценции дан Вавиловым [11]. Ана.тю­
гично можно учесть или избежать реабсорбцию при измерениях отно­
сительного выхода и длительности флуоресценции. Необходимо отме­
тить, что до сих пор почти все измерения зависимости длительности 

флуоресценции от концентрации проводились в толстых слоях. Впер­
вые в [9] бьию отмечено, что длительность флуоресценции растворов 
флуоресдеина значительно увеличивается благодаря реабсорбции и вто­
ричному излучению. Этот эффект был недавно подробно IШJIИчествен­
но исследован в [12] и [13). 

Ниже кратко описываются особенности· методиюr измерений, при-
менявшейся в настоящей работе. . 

а) По л яр из а ц и я л ю м и н е сцен ц и и. Поляризация люминесцен­
ции измерялась известным визуальным методом при помощи пластинки 

Савара и компенсирующей стеr<ляшюй стопы. ;Возбуждающий свет 
(ртутная лампа со светофильтрами, выделяющИми JJИHИIO 436шf.1. ИJIИ 
546 Шf.l.) поляризовался при помощи поляризационной призмы. Длн 
искшочения влияния вторичной флуоресценции измерения производи­
лись с тонкими слоями, которые получались путем зажимания rcaПJIИ 

раствора между двумя стеклами. Поглощение возбуждающего света 
в этих слоях составляло 5-10%. При больших J{Оrщентрациях, когда 
получить такие слои было тру дно, вводились попрашш по методу 
Вавилова [11]. 

б) О т н о с и т е л ъ н ы й выход. Относительный выход измерялсн 
по яркости люминесценции тоrших слоев, измеренной в длишюволно­
вой части спектра люминесценции. Для этих измерений использовался 
монохроматор УМ-2, за выходной щелью которого ставился фотоумно-
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житель. Одновременно при помощи селенового фотоэлемента изме­
рялось логлощение возбуждающего света в слое. Слои были такой 
толщины, что логлощение возбуждающего света составJщло 10-20%. 

в) Спектры погJrощения и люминесценции. Спектры 
логлощения измерялись в видимой области спектра на автоматическом 
(регистрирующем) спектрофотометре. Спеюры люминесценции полу­
чались на спектрафотометрической установке, состоящей из монохро­
матора УМ-2 и фотоумножителя. Спектральная чувствительность уста­
ноюш определялась по лампе накаливания с известной цветовой тем­
пературой. Чтобы получить спектр, не искаженный реабсорбцией, 
измерения производились для тонкого слоя раствора небольшой кон­
центрации. 

В изучавшихся пределах Iшнцентраций спектры логлощения и 
люминесценции исследованных растворов не изменяются с I{ОI-щентра­

цией. 
г) 3 а в и с и м о с т ь в ы х о д а о т д л и н ы в о л н ы в о з б у ж д а ю­

щ е г о с в е т а. Для определения зависимости выхода от длины волны воз­
буждающего света в области длинноволнового спада производилось 
возбуждение люминесценции растворов различными длинами волн, 
выделявшимися монохроматором УМ-2 (источник- лампа наr{аливюшя). 
Относительная яркость свече.ния растворов измерялась фотоумножи­
телем через светофильтр, выделявший длинноволновую часть спектра 
лЮминесценции. В этих измерениях исnользоваJrись р·астворы: значи~ 
тельной концентрации в толстом слое, чтобы обеспечить полное логло­
щение возбуждающего свет.а всех длин вQлн. Отr{осительная энергия 
возбуждающего света разных спектральных учаtтков измерялась при 
помощи термостолбика. . . . . , · . . . , 

д) Д л и т е ль н о с т ь л ю м и н е сцен ц и и ' 't. Для Измерения .'t 

применялея <<фаЗовый флуорометр>> (14]. Kart: уже отмечалось, наблюдае­
мое 't сильно зависит от толщины Слоя раствора. из-за. реабсорбции и 
вторичной флуоресценции. В табл. 1 приведенJ::,r. измеренные значения 
't для растворов флуоресцеи:на в гли-
церине с концентрациями 10-4 гjмл 1;.~0acek. 
и 10-3 гjмл при возбуждении синей 
линией 436 rщ.r.. 

Таблица 1 

Зависимость " растворов флуо­
ресцеипа от толщины слоя 

Толщина 
слоя, 

мм 

8 

1 
0,2 
0,04 

'1:•10' cei<. 

С = 1Q-1~·Г/МЛ 1 С= 1Q-a Г/МЛ 

5 5 . ' 6,1 

5,0 5,9 
-1,0 5,2 

4,2 

2-

1 

' о 10 ZD JO 
, C·/0 1111/..ttЛ 

Рис.. 2. Завис,имость "раС'"NЮров род· 
амина 50 в глицерине от J(О!щентра­

. ции: 1- ТОJiстые слои; 2- тошош слои 

мо. "rет б_ыть. ·сильно Иска:жена при Зависимость -т: от концентрации ,{1" 

измерениях на толстых слоях, что иллюстрируется ,на рис. 2 дщr 
растворов родам~на 5Q (ер· (:1.2'

13 
]). . • • · ,, · 
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Измерения концентрационной зависимости " производились па тон: 
ких слоях, аналогичных тем, которые применялись для измерении 

относительного выхода. 

При измерениях длительности люминесценции фазовым методом с 
синусоидальной модуляцией нужно иметь в виду, что результат зави­
сит от закона затухания и может быть сопоставлен со средним "• оп­
редеJшемым по ( 11 ), если этот закон известен. В нашем cJiyчae цеJI:­
сообразно пользоваться для перехода от сдвига фаз к " формулои, 
выведенпой для экспоненциального закона затухания, и ввести поправ­

ку для закона затухания (9) при малых q. При возбуждении люмине­
сЦенции синусоидальна модулированным светом с частотой модуляции 
0., сдвиг фазы ~ между возбуждением и люминесценцией с законом 
затухания (9) можно найти, определив фазу следующего выражения [9

]: 

Вычисление дает 

0:1 

~ e-·•-2!/Vs cos (0."0 х) dx. 
о 

tg ~ = O."ФJL = D"o[l - 1/в у; qj(Q"o)J. 

Поправка к ( 11) 

(15) 

. (16) 

в нашем CJiyчae (при 1/Q = 6,8-10-9 сек.) имеет величину между 0,8 
и 0,9. 

е) Определен и е «е с т е с т в е н н ой)) д л и т е ль н о с т и жизни 
в о з б у ж д е н н ы х м о л е I{ у л. «Естественная>> длительность жизни 
возбужденных молекул, т. е. длительность жизни в отсутствие Каi{ИХ­
либо процессов тушения, оnределялась по nлощади первой полосы 
ноглощения в предположении, что вероятности прямых и обратных 
переходов между основным и возбужденным электронными уровнями 
равны. Как известно, при таком предположении: 

(17) 

где ).1 - средняя длина волны полосы поглощения, а е<.().)- коэффи­
циент поглощения, рассчитанный на одну молеr{улу. 

5. Результаты измерений и сравнение с теорией 

Измерения производились для глицериновых растворов трех флуо­
ресцирующих красителей: флуоресцеина (щелочной раствор), родамина 
50 и акридина оранжевого. 

На ·рис. 3, 4 и 5 приведсны кривые зависимости степени поляри­
зации Р, длительности фJiуоресценции " и относительного выхода В 
от концентрации растворов. Общий вид кривых качественно соответ­
ствует выражениям (10) и (11). Для J{ОJIИчественного сравнения с 
теорией правильнее воспользоваться ЭI{СПериментальными данными 
для малых концентраций, так как при более значительных концентра­
циях могут нознию-rуть осложнения, не учитываемые теорией. В,. та б л. 
2 приведены оnределенные по начальному наклону кривых коэффициен­
ты, соответствующие эмпирическим константам ( 14) феноменологиче­
ской теории, и величины, вычисленные по теории переноса (13). 
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о ' 2 J 

Рис. 3. Зависимость Р, " и В 01 rщн­
щентрации растворов флуоресцеина 
(1о-з г;мл = 1,6·1018 молекулfсм3) 

7: 

То 

• 

д 
Во 

о z J С· /О Z/А1Л 

/,0 

о 

о 

Рис. '±. Зависимость Р, " и В от rсон­
центрации растворов родамива 50 
(1о-а г;мл = 1,3 ·1018 молекул/см8 ) 

2 .1 С· /О 3/Jifl 

Рпс. 5. Завиеныость Р, " и В от коицентрации растворов <шридинu 
оранжевого (1о-з г(MJI = 1,8·101 ~ молскул(см3 ) 

Т а б JII(ц а 2 

i "'• "'• "'• .22.. -j-10 _.......... 
т. ""k; т. h, 

:Е 
<.) 

(эксп.) (•rcop.) (эксп.) (эксп.) _2_ +OJ .2!-+w 
~~~ h, 

1-р 
h, а 

Вешсстnо .; .; '!:o}lt, ~ А <1J 
г! 

::s 
<.) 

..___. 
(Э!(СП,) (9КСП,) 

~ § :!. ~ 10" ( МОЛСI(УЛ )-1 

13 см• 
<U ,-: 1.< ~~ ,. 

ФJ1уорсс- 4,2 4,2 509 0,20 59 48 5,5 8,8 о, 15 0,08 1,6 43 
цешr 

Родамин 5О 6,2 3,0 54Ll 0,24 54. 42 6,2 10 о, 18 0,06 1,6 42 
Аrсриднн 7,25 3,8 514. 0,10 25 25 8,2 18 0,72 о, 16 2,2 32' 
оранжев. 
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Сопоставление экспериментальных и вычисленных величип поаво-­

ляет сделать следующие заключения: 
1. Вычисленные по теории переноса вероятности (т. о/ kз) ( теор.) 

удовлетворительно согласуются с определенными из деполяризации 

J!Iомюrесценции (т. 0/ k 2) (:шсп. ). .. 
2. Соотношение между относителыrым в;~rходом и т. (ущюенrrын на­

клон кривой выхода по сравнению с кривои т. или в терминах теории, 
включающей сферу действия, равенство '-о/ k1 = (1)) приблиэитеJrыю· 
соблюдается 5 • Отклонения от этоrо соотношения !см· отrюшение 
k1(т.0/k1 + (•J) j т.0 в табл. 2] находятся в пределах ошибоr{ опыта. 

3. Соотношение между вероятностями переносов с тушением и бсэ 
тушения дJш флуоресцеина согласуется по порядку величины с умl~ш,­

шением выхода при <щптистОJ{СОвом псреносе>>. В других двух слу­
чаях вероятность переносов с тушением эпачительно больше, чем 
следует из зависимости выхода от длины воJшы возбуждающе1:.о света. 
Это связано, повидимому, с тем, что у флуоресцеина квантовыи выход 
в стоксовой области близОI< к единице [15], а у двух других краситещ~ii 
выход меньше единицы, и возможно, что кроме <<тушения второго 

рода>> имеется <<тушеrше первого рода>>. Поэтому в этих с.'lучаях 
неправилыю нормировать выход к единице в стоксовой области, !{а к 
это сделано nри вычислении р-· в области перскрытия спектров. 

Таким образом теория переноса энергии возбуждения, свяэЫШ!JОI!Uш 
вероятность переноса с оптическиi\IИ свойствами взаимодействующих 
молекул, удовлетворитеJiьно согласуется с ЭI{СПериментыrьными дан­

ными в случае концентрационных эффектов в флуорссцируюнrих рас­
творах красителей. Некоторые наблюдающиеся расхожденин можtю 
отнести как к неточности экспериментальных данных (возможная 
ошибка во всей совокуnности измерений, необходимых дmr сратrстин 
с теорией, доJiжпа оцениваться пе ыerree чем в 20-:30% ), так и к 
тому, что в теории не припяты во внимание некоторые усJrожвяющн~ 

обстоятельства. Так, например, возможно, что в некоторых случаях 
на статистическое распределение расстояний между 1\!0Jieкy:шl'lar ;.южст 
вJiиять кулонавекое отталкивание, коr да молекулы ЯВJIЯютсн ИОШ1lШI. Как 
отме'Jено в [·1], это взаимодействие мало на тех расстояшшх, на кото­
рых происходит nеренос, тем более, что в нашем случае диэдектрн-

V ческая проницаемость растворитеJш очень велика (::: = 74), но оно ж>­
жет быть существенным для двухзарядных ионов. Не){оторсн·о уточ­
нения требует также рассмотрение влияния флу){туациii шrотности 1ш 
перенос энергии при таких КОIЩе!Iтрациях, когда нУжно учи·rътнщъ не 

тOJIЫ{Q первый, но и посJiедующие лереносы; ПосЛе лервой передачи 
энергии, вследствие очень сильной эависимости вероятности ПЩ\l'IIIICa. 
от расстояния, относительно воэрастет число воэбуждешrых i\IOJIL~KY.'I, 
имеющих вqлиэи невозбужденпую молекулу, от I{Оторой бы;•ш по:Iу­
чена энергия возбуждения. Очевидно, что это обстонте.'rъство дu:икн<>· 
иметь СJiедствием бoJiee быстрое тушение, но более медJrешrую дL'П<>­
ляризацию. Нужно отметить та!{Же, что н теории не учи"тнна:юсr, 
влияние на деполяризацию большей вероятности персноса между мo­
JI<:~rч л а ми, оси дилоJrей которых составJiяют малый yгoJI, и счита:юс r.,. 
что уже первый акт переноса приводит к полной депоJrнри:нщии. 

Поправки, которые :могут внести ун:азанные уточненин, не дотюrы,. 
повидимому, быть велики и не могут ловлиять на сдсJrшпюt~ выню 
эа!{лючение о том, что концентрационные явления в области достаточно· 
малых копцентраций могут быть количественно объщ:нены тl'орией 
резонансного переноса энергии. 

" В табJI. 2 в зпачетш (т0 1k1)(эксп.), опредедепныс по l(pиrюii ц;ш т, BHt!дCIIЫI 
попрпвки по (16). 
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ПИСЬМА В РЕДАКЦИЮ 

О СТЕПЕНИ ОРИЕНТАЦИИ ЯДЕР 

Г. Р. Хуцшивила 

1. Получение мишеней с ориентированными ядрами прсдставшн~т :шачитсJIJ,­
ный интерес для ядерной физики, таrс' как, проводя ОПЫ1'Ы с ориентированными 
ядрами, можно получить ценные сведения о спиновой зависимости !!дСрпых сил, 
о спинах и магнитных моментах радиоактивных ядер и т. д. (см., например, (!]). 

Ограничимся рассмотрением наиболее важного случая, когда юнштовапис ядср­
.rюго спина обладает аксиальной симметрией. В таком случае для I<ОJIНчествснного 
описания степени .ориентации ядерных спинов обычно вводят величипы !1~' Jшторыt• 

выражаются следующим образом [2]: 

/!. 
= ( 21- k)! '\1 а ["" __ 1 v (J- т)! (l + т)! (/г)2] 

fk (2/)! ""-.J m ""-.J ( ) (/-m-v)!(1+m-k+v)! v • 
т v=o 

(1) 

Здесь т- проекция ядерного спина на ось квантования, I- макснмалыtnя ПJНJСI\­
ция, am- относительная заселенность состояшш с проекций ядерного снннn, равной 

т; k принимает зпачешш 1, 2, ... , 21. Величины frt нормированы таzшм образом, 

чтобы максимальные значения их абсолютных величин раВiшлись сдzrJшце. В част­
ности, rrмеем (черта озиа<rает усреднение по соn01tупности ядер дшшоr·о пша 
в образце) 

fr = m /f, 
:3 [--1 J 12= J (2/-1) 11l

2 -зl (1 + 1) ' 

fэ = 1 (1 _ 1~(21 _ 1) [ins- ; (ЗJ2 + u -1) ili J (.'JJ 

f.s = 2r (1 -i) (2;:_ i) (2!- З) [m4
- ~ (6/Ч- 61- 5) тЧ ~~ 1 (! -1) (1 +1) (! +2) J. (r,) 

В работах [3
' 

4
] проведен расчет nеличип fr н / 2 дJJII ра:тых мс1·одов нолучения 

ориептироnапиых ядер. Однако в этих работах рассмотрен сJiучай, коr·да разности 
энергий состояний.~ соответствующих разным т, гораада меш,ше, чем kT, т. с. ко­
гда степень ориентации ядер MaJia. Между тем важнее имеп, выражения вслн'!IIН 
/11. для случая, когда степень ориентации велика. В работе [5] даны выражения для 
am• причем формулы справедливы и в cJiyчae сиJiьпой ориентацни, но 1\онечныс 
формулы, выражающие разные эффекты е ориентированными ядрnьш (напрныср, 
угловое распределение радиоаюивного излучения ориентироuанных ядер), со­
держат величины ! 1t, а не arn, 

В настоящей работе мы дадим выражения величин fi, / 2, fз 11 / 4 дJIЯ трех 
методов получения ориентированных ядер. 

2. В первую очередь получим выражения величин j 1t цри IIOJIS!JHIЗЩII!! ндср 
внешним полем. Энергетические уровни ядерного сшпщ_ во ввсшнсм но:tе JI 
имеют вид: 

Ern = -m(v-1 l)H, 

rдс v-- магнитный момент ядра. Простой paetreт даст 

!1 =в] (а/), 

2 (/ + 1) 3 а 
!2 = 21 _ 1 - 21=Т cth 2' В 1 (а/), 

(О) 

(i) 

(8) 
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!: 5 f[ 3 h" а '1 ( 1" :i )] а 1 з = (/ -i) (2/ -i) \ 2 ct " 2 + 5 2 "+ 21- 2 В 1 (а!)-(!+ 1) cth Yf• 

_4(!+1)(1+2) 5cth(a/2) 14 - (2/ -1) (2/- 3)- 2 (/ -1) (21-1) (2l- 3) х 

х {[ 21ct!12 ~ + 8/2 + 8/-9 J В1 (al) -1ft (l + 1) cth ~} . 
При этом 

а= 11-Н jlkT, 

а В1 представляет собой т<ш называемую функцию Бриллюэна: 

· _ l + 1/2 • (/ + 1 /2 ) 1 ( у) B1 (y)--1-ct11 .-1-у - 21 cth 2Т. 
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(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

3. Нссi<алысо лет тому назад были предложены два метода получения ориенти­
рованных ядер в nарамагнитных солях [1• 6]. Эти методы основаны па взаимодей­
ствии спина ядра со спином элеiСТропной оболочки nарамагнитного нона. Гамильто· 
ниап, описывающий парамагнитный ион (содержащий ядро, обладающее сnином), на­
ходящийся во впепшем магнитном пoJie, имеет вид 

[
. 1 ] 

V= ~[g 11 HzSz+g.L(H.xS.t'-i-HySy)]-!-D s;- 3 S(S+1) + 

+ [AS,/z +В (Sxl.~. + S_yfy)], (13) 

где I н S- соответственно спины ядра п электронной оболочюi парамагнитного 
нона (S представляет собой та1с называемый эффективный спин), (3 -магнетон, А, 1!, 
н D- Itrшстанты, определяемые из экспериментальных данных по сверхтошсои 
структуре парамагнитного резонанса. Формула (13) справедлива при аксиаJJЫIОЙ сим· 
иетрии внутрикристалличесrшго элеr<тричесrсого поля па парамагнитном ионе (обыч­
но симметрия бывает ромбоэдричес1юй или тетрагональпой, но довольно близкой 
к аксиальной}, ~-ось симметрии внутриi<ристалJiического поля, ·которая играет 
роль оси квантования для спинов ядра и электронной оболочiш парамагнитного 
нона. В формуле (13) g

11
· и g.L представляют собой g-фаi<Торы спина электрош~о~ 

обоJiочки nарамагнитного иона, соответственно, вдоль п перпендю(уJiярпо оси ~- . ' 
В случае парамагнитных coJJeй кобальта, меди и марганца, а также некоторых 

редкоземельных элементов rюпстанты А и В- порядка 10-2 см-1 . При этом в боль­
шrшстве случаев эффективный сnин электронной обоJiочrси S равен половине и 
член, пропорциональный D в формуле (13), выпадает. Мы ограничимся рассмотре­
шrем именно этого случая. Будем, !(роме того, предполагать, что имеем монокри­
стаJ!Jl nарамагнитпой coJJи и что паправJJения ~ одинаковы для всех рассматривае­
мых ионов (в случае туттоновских coJJeй имеются две неэiсвнваJJентныс группы 
варамагнитных ионов, п поэтому выражения величип I11.•· rюторые будут нами полу­

чены ниже, падо еще усреднить по этим двум группам ионов). 
4. EcJrи А не равно В, то при сnерхнизкой температуре, даже при отсутствии 

внешнего магнитиого поля, ядра будут ориентированы [6 ]. При этом вели<щны /11. с 
печетными индексами обращаются в нуль (т. е. nолучаем таrс называемые <шыстро· 
енные>> ядра). В частности, для боJrьшинства парамагнитных солей кобальта и медц 
А гораздо больше В. Рассмотрим сперва СJiучай В= О, S = 1/2. Н= О. В таrсом 
с.~учае (13) дает V = ASzlz. и получаем 2/ + 1 двуrсратно вырожденных уроnней: 

Em = ± 1 /2Am. 
··r 

Простон расчет дает, что для величип fh с четными [индексами Гполучаются т'е 
же выражения, что и при nоляризации внешним nолем, т. е. формулы (8) и (10}, 
в которых, однаrсо, а дается следующим выражением: 

а=А /2kT. (14) 

5. Пусть опять S = lj2, Н= О. В работе [6] поr(азано, что при I'амильтоннанс 

V = ASzl:z +В (S.J.v + Syly) (15) 

состояния с. разными т nеремешиваются; в частности, состошшс т, М= 1/2 переме­
шивается с состоянием т+ 1, М= - 1/ 2 (М- проекция сnина электронной: оболоч­
rш парамагнитного иона на ось ~). В той же работе были получены соответствую­
щие энергетичесiше уровни 



~~Jijift+·-~--t-~,!!111---· 
4Л8 Письма в редакцию 

(Hi) 

где K=M+m. 
Пусп в горазло меньше, чем А н llT. Iiaiiд~~~ /2, 

1 
с т2очностыо2 л о ,;[JJC!Io!l: 

Ю!адратичных по В, т. с. оставляем члены порядl';~ u),, ~) ' (},{ 1 .~:) 11~!) 1 А!г7' 
ЧJICJIOMII же rJOШ~C ВЫСОКОГО ПОJ1ЯДК3 ПJ1CIICбj)CГ3CM. f 3СЧСI ,(Л\1 CJI~ 1<111 J · :•_ 2 JIHCT 

А А :1 ( В )~ ( А ) ( 1 l) /2 == tll ')/. 1' tlJ t.f.•T - ( _''А _А )2 fГ 'Р kf , 
- ~ j • 8 ·] ... - _J_ ·] -­

. с 1 lj !г Т ' с 1 lrfг Т 

где 

' '!.. (1 "1 ") ---'/ ,. ' '/.\" 9 (х) = (:!- х + ~;'3х2) е·'·- (1 + х) tГ· - 2хе ,., --· ·--аХ" е ,. 1· е -· · (18) 

6. Чтобы получнтr. поJrярюоrнншыс ядра, нужно IIaJroжrпt. па oXIIi!Ж!!CIШyю com, 
ШJCJJIHCC 1/0IIC 1/О];!J}ЩН IIСС!(()ЛЬ!ШХ сот Эрстед е· 6 J' Пр н свсрхшr:шоii ·rсмнсратуре 
это вызовет значитеJrьпую полярпэацшо сшшов оболочек парамагнитных нmюв, •по, 
в свпю очередь, вызовет значнтелыrую нолярнзацию ядер. 

I\()Jшчествспно рассмотрим простейпшй случай: имеем мопокрш~т:J,11! пар<Iмапшт­
ной сrми, причем S = lf2 , А)> В [членом, содершащим В в формуле (1.\), прснсriре­
гасмl п внешнее поле направлено параллелыю z. Тогла эпсргстнчес!ШС YJ10ПIIII 
IIMCIOT Bllд: 

( 1 !J) 

ПроСТОЙ pQC'!CT IIOKU3ЫBПCT, 1 !ТО ВСЮ!ЧИI!Ы j 1, С ЧСТ!!ЫМI! JJI!i{CI\C11ШI !lil!OTCH Te~l!! il((.' 

формулами, что и при rюлярпзации впе1шrим полем [прп этоы а бсрстсn по формуж~ 
{И)]; что же [(асаетсн неличiш ! 1, с печешымп I!!ЩfЖсамн, то оп н ПI!JI~"I<!IOT(' н ~·мно-

.({11 ~н 
женнем (7) н (Н) [с а по ('11) 1 па t!J 

2
kT . 
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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ МОМЕНТА КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ 
В СТАТИСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ АТОМА 

С. И. Лapml 

1. В статистической мoдcJIII Томаса--- Ферми может бьпъ опреж•:1еШ1 ра~~прсдс­
ленис yrлonor·o момента по частицам. Число частиц с данным \Т.'Iоным моментом /. 
дастся· выражением (1] ·· 

(1) 

ГДС р (1")- МЗJ(СИМЗЛЬПЫЙ ИМПУJIЬС ДJ!Н ДЭНПОЙ ТОЧКИ. В работе [~j Hpll JltШOЩI! JHIC· 
проделения момента (1) было определено средпсе значение rшадрнта орбнталышt·о 

момента L2 
·• Вэнн в слvчае атома расnределение потснцпа:1:1 по IIJ!Ol'.тofi 

модели Томаса- Ферми, авторы работы [!] нашли Р п сравrш:111 с оныт­
Jщми даппымн, следующими из схемы уровней электронов. Представюrст 11111 epL'c 
сравнить L2 по модеJJи Томаса- Ферми с учетом обменного взаимодейстппя :тсrп­
ропов cu значениями [ 2·, щшасмымп простой моделью Томаса--· Фермн, п с ЭI\С!Iерп­
ментаJrьншlш данными. 

·Средний квадрат орбитнJrышго момента даетсн выраженнем 
со 

1 r в с 
L

2 = z j L
2
n(L) dL = iБ1tZ j [1·Р (r)J" t-. (2) 

n 

1 
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·Отсюда значение L2 может Gып. определено, сслп ювсстно пространствсшiое рас­
nределение частиц, связанное с Р(1·). В случае атома р (г) шш P(r) мопт быть 
вы_ра_>~епы через самосогла~uвапный Iютеiщнал, получающийс.я как решение ·уравнс·· 
:нии 1 uмаса- Ферми ИJIII 1 омаса- Ферми-- Дпра!\а. В поСJiсднем CJIYЧ<JC, I\огда [1] 

z [( t\1 )'/, ]3 р ,. =-- - -- . ~ ( ) ltn(La Х 1 ~о ' 1'=/Н; ( ~. )'/,- '. 
~(1 = ;~:!л2 z-· 1' ' (3) 

где ф (:с)- решение уравпепш1 Томаса- Ферми-· Дирака нрп соответствуншщх 
-граничных услоnиях, мы приходш1 к следующеыу выражсппю длн ТУ. 

со 

- 2(3n\'f,,,1 ~ {(t\1)'/, 1" 
/,

2 =т т) z ' Х'1 --:- +~о 1.. tlx. ,) • .~ 1 
IJ 

(11) 

·в случае простой модели Томаса-- Ферми, при ~n =О (<]! .,. ер), IIOJJ)''III:\I [2] 

со 

12 -2 (::Jn)'/,z'/,\( )'f,tfX -0'.)(") z'' 
, Т-Ф- 5 lr - J Хер ·х- - ,- >~· "• (:i) 

о 

·(3JtCCI• интеграл естJ, константа, равная 0,370.) Леп;о вндсп., что пшеграл в (lt) будет 
уже фушщией Z. Ис.ПОJiьзуя чисJJенные решения уравнсннн Томас а- Ферми-- Днраi;а 
дJIЯ благородных газов [3], мы нашли для пих L2• Эти результаты нанесены па графт; 
(см. рисунок), где приведсны также эмппрнчесi;пс щiiiiiыc, IIаiiлснныс 11:1 схемы 
уровней эле](Тршюв в атоме no формуле 

(li = l), (G) 

(суммнровшше по всем Z электронам). 
Полученные по (I1L значения Т2 лучше соi-щiсуютсн с IНIЫТIIЫMII в оuш1стп бот,-

швх Z, чем значения L}_Ф по (5). Согласие пecкoJII>I\O ухудщастсн д:1я легких атомов . 
. С Ш!аЛ.ОГИЧПОЙ картиНОЙ МЫ ВСТречаеМСЯ при ВЫЧНСIIСНШI IIOJIJIЫX ЭНергиЙ СВЯЗИ 
атомов, а таю11е при нахожденни <шерrюго появJIСН!IЯ /-состояниЙ>> (см. ниже). Тем 
·не менее учет обмена улучшает рсзуJiьтаты р;Iсчетов цеJюго ряда свойств тяжелых 
атомов. 

2. Распределение углового момента (1) быJiо примепено Ферми дJIЯ нахождения 
первого появления электронов с данным орбитальным моментом в атомах н ИВ1I­
пеmш н Родичевым [4] и другими авторами (5- 7] 1 дJIЯ пахоJIЩенин границ /-состояниИ 
·нуi(JJонов n ядрах. 

В этом nопросе имеется рнд неясных сторон, связанных в основном с непрерыв­
ным спектром углового момента в модели Томаса- Ферми. Первое пояnJJешю со· 

· стоннпй с ;щпць1м орбитальным моментом L определяете н из услоnия: 

n(L)=O, (7) 

·npi!'ICM L определяется 1шс l + 1;2 шш2 [!(/ + 1)]'1•. 
Ка1с отмечено в работе [8], пошюе чисJiо частиц в системе, д;ш которого п (!) = 1, 

·больше чем на единицу прсвышает полное число частиц, ДJ!Я которого n (l) =О. 
Причипа этого закточается в том, что момент коJiичества дnижсния не квантов:ш, 
·так что при добавлении одной частицы I\ данной снетеме эта частица как целое пс 
подучает опредеJiеiшого 1\fОМента, прсвышающего максимальный, существоnавший до 
ее запошrсния, но распределяется непрерывно по состояниям с разJшчными момсн-

1'ами, что соответстnует как бы непрерывному распределению частицы по поверх­
·пости сферы импульсов. Таким образом (N + 1)-ая частица будет распредСJюна 
непрерывно по состояниям с L от нуJiя до гPN+l (r). Поэтому, например, для простой 
·модели Томаса- Ферми пояnле1ше d-состояпий n атоме, найденнос из соотношения 

n(L) = 1, (8) 

1 В работе [7] по существу опредеJiяются параметры распределения шютности 
·нуклонов в ядре по числам <шервоr·о появJiепия». При этом числам первого появJrения 
р-, 1i- и !-состояний n [7] соответстnуют / па единицу меньшие, т. е. l =О, 1 и 2, 

.. соответственно. Числа же нерnого появления g-, 1~-. i-состояний не согласуются с опытом. 
2 Отпоентельная разница n nыражениях l + 1/2 и [/ (/ + 1.)}

1

/, uолее существенна 
.для маJIЫХ L, ибо l (l + 1) = (l + 1/ 2) 2 - 1/ 4 • 
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будет при z = 21 ,0, а из соотношения (7)- при Z = 19,4. Место «первого появлешш 
/-состояний» можно определять также из условий, что число частиц с угловым мо­
ментом выше данного L: 

равно нуюо: 

или единице: 

j} 

0,0 

'1,0 

J,O 

l 
~. . 

'J•··· 1' • 
1. 
J, 

1 
1. 

о 

.·•·. 

zo 

со 

n (L) = ~ n (L) dL 
L 

N\l-)=0, 

N(L) = 1. 

1/0 80 80 

2-'>-

/00 IZO 

Средние значения квадрата орбитального момента элеli­
тронов в атоме. 1- модель Томаса- Ферми- Дирака 
[по формуле (4)], 2- модель Томаса- Ферми [по 
формуле (5)], 3- эмпирические значения по формуле (О) 

(9) 

(10} 

При этом <шервым появлением)> нэ соотношения (9), а таюке (7) должно счнтап.сJF 
ближайшее большее целое число. В [2] было предложено опредешпь <<nервое повн­
ление 1)> из соотношения (эдесь L = [/ (/ + 1)]'1•): 

{
[L(l +1)]'1• + [/(/-1)]'1'}- {[L(l + 1)1' 1• + [(t+ 1) {l + 2)]'1'} _, 

N 2 N 2 --1. 

Отметим, что последнее соотношение, ввиду приведеиного выше эамечпшш п~1 рз­
боты (8 ], по существу сводится к СJ/Сдующему: 

{ 
[/ (! + 1)]lf• +[J(/-1)]''· } 

N 2 =1. 

Естественно встает вопрос: какое из перечисленных определений (7)- (11) «IIC{HНJГO· 
появления» более эаконно? Прежде вс.его ваметим, что определения на соошопrспий 
(7) и (9) совпадают. Вследствие того же вамечания автора [8] мы считаем эти опре­
деления более правильными, ибо частица должна каi< целое поJiучать опредеJiеiШЫЙ~ 
более высокий угловой момент согласно Представлениям квантовой механики. К тому 
же метод Томаса- Ферми строго применим лишь для енетем с эаполненнымп обо­
J!ОЧI<ами [со сферичеtки-симметричными р (r)]. 
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Определение границ /-состояний иэ (7) или (9) совпадает для nростой модели 
Томас~-Ферми с оnределением <шервого появления» иэ условия касания оси абсцисс­
кривои <<эффективнои потенциальнои анергию>. При учете же обменного взаимодей­
ствия всю потенциальную энергию нельзя выразить через потенциал, и оnределение 
nри помощи «Эффеi{Тивной потенциальной энергии», !{а!{ сделано в нашей работе [9), 
становится уже иесправедлнвым. Границы s-, р-, d-, ... - состояний Jlюжно тогда опре-
делить иэ формул (7) или (9), которые сводятся к условию · 

[r3p (r)] маiсс = (1/24тс2) [М(/+ 1)]'/,. 

Подставив сюда р (r) иэ модели Тоыаса- Ферми- Длрш<а (3), мы получим 

Z1 =у (Z) [4/ (l + 1)]'1,, у (Z) = 61тс [(.хф)'/, + ~0.хJ;}кс· (12)· 

Путем вычислений, аналогичных [0], мы находим для границ s-, р-, d- н f-состояниit 

Z1 = 1, -1, 19, 53, соответственно, если.L = [/ (l + 1]'/,, и Z1 = 1, 4, 20, 55, если L = L + 
+ 1/ 2• Таким образом модель Томаса- Ферми- Дирака лишь для достаточно больших: 
Z дает у (Z), совпадающее с у= 0,155, которое следует нэ простой модели Томаса­
Ферми. 

В заключение выражаю благодарность проф. д. д. Иваненко н Н. Н. Колесни­
кову за обсуждение рассмотренных вопросов. 
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К ТЕОРИИ ДИПОЛЬНОЙ РЕШЕТКИ ОНЗАГЕРА 

В. Л. Покровский 

в работе PJ. nосвящсшюй фазовым nерсходам II рода в плоской дипшrыюй 
решеп<е, Опзаl'ер поJJучил следующее выражение для JJогарифма статистического 
интеграла, рассчитанного па одну частицу: 

,.,. 
ln л(2) (1) = 2~2 ~ ~ lп (ch 201 cl1 202 - sl1 201 cos tJJ1- sh 202 cos tJJ2) tl(J)l d(J)2· (1) 

о о 

Здесr, en = Jn 1 kT (n = 1, 2); J,,- постоянная, характериаующан взаимодействие 
.m ••• (" (1) "'ai< показывает анализ [1 ' 2], дает соседних диполей, Т- температура. ,-ормула , " u 

логарифмическую расходимость во второй производнон при темnературе, опреде-

ляемой равенством 
(2) 

При обращении в пущ, одной из постошшыхi_вэаимодействия, например !2, фор­
мула (1) переходит в шшейный интеград: 

те 

ln л<1 > (7) = 2~ ~ ln (c.h 20- 8]1 20 cos (1)) do) = ln С.11 е, 
о 

(3) 

который соответствует линейной цепоЧI(е диnоJI~й. 
Казалось бы естественным nредположить [ J, что для трехмерной дипоJrыrой 

решетки ln л (З) (Т) получится в виде тройного интеграла: 
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1t''l'tl't 

111 л (з) (Т) = .} 
3 

( 1 1 ]11 (cl1 201 с\1 202 c!J203 - sl1 201 cos <u1 -- s!1 202 cos <•J2 -­
-1t J j ,\ 

о () о 

(-1) 

Однаi(О формула (1) яплястся неверной, так J(aK урн некоторых температурах 
д8СТ rтмплексные зпачеппн сn ободной энергии. Деиствите~ыш, рас.смотрим д1rя 
nростоты иаотропную решеп<у 01 = 02 = 03 =-~О. Функция c!I3 20 -- 3 sl1 20 имеет, I\ак 
легко проверпть, отршrате1rьпый минимум прн ;шачспип О=--" 1/.t Ar s!J2. 

01Нii:!ьrвается, '!То и более общие nредnоложенпя о виде 111 ),(з) (Т) не приводнт 
1< желателыiым резуJiьтатам. Дсн<ажсм, что Jн л<зJ (Т), прсдставпмый в нпдс тройного 
лнтеrрала: 

:t7t7t 

]в i.(a) (Т),,~~\~ ]11 F(01 , 02, 0,1; щ 1 , 1U:J, t•>з) tl1U1 tfщ:J tl(>)a, 
()о() 

Ш:J прнводпт к фа::~оному персходу J! рода, ССJШ на фуmщшо F(OJ,; CIJ/,) (k с·" 1, 2, :J) 
Ш\JIОЖИТЬ СJ!СД)'!ОЩИе )'l'JJOBИH: 1) IIeOTJJИЩ\TeJIЫJOCТl> ПJlll J!CCX HCЩ.?l'.TI!CIIlli>IX ;Шrtчe­
JJIIHX аргументов; 2) Р (Ok; щ1) не имеет существенных особеннос:rеи. 

Возможные точки f{юprr 7~ онределяютсп нулямн rrлп полюс:1л111 фушщнн Р (01,; и1 1,?. 

Пустr, Р(О1,; щlt) =О нрн Т== 7~ и щ1, = 1U~. Эта 'l'O'I/(a 1/IЗJ/JICTCII о;нюврсмешю точкоii 
минимума Р (011 ; (J)11). Вблн:ш зтоii точки Р прсдставляетсн IIIJJJOiiШTCJII>IIliЙ юнщра-

тичпоi:i формой персменных -.. =' Т- Те 11 х1, = (J)11 --· (J)/~, IIJ11PicM JII)BIIJНITOM щ~сп .. ..:1, 
зта форма может быть приведсна к внду: 

(li) 

1'де а, !11,. r~:- функци11 постоянных струl(туры. 
Хар<штер особенности lп л (Т) определяется нн·t·et·pнJIЩI tL (-r) 111' !н Р по ма1юму 

.объему 3, содержащему 'l'OЧI(Y х1~ = 0: 

IL (-r) о-с~~~ Jп Р ('t', х1) d 3.x. (7) 
8 

Персliдсм к персменным Y~t = vь;: (хп + .;
1
}' ')· Счвтан ' :tщ~тnTIIЧ!Io ма:1ы~I, 

~~,, 

·будем шпеrрировnть в шаре радиуса r';} (c1J Ь1) 't' с цс11тром в TIPII\e у1, 'О. Псре­
жодн 1( сферичесrшм !(ООрдипатам, получиы 

r 

Р· ("С')= -17r ~ Jn (а'-..2 + р2) p2dp 
() 

В резу.1ьтатс простых прообразований паходпы 
1 1' 

р. (т) = Р ('~') + А,з arc tg V а' -,r· , 

(8) 

(!1) 

где Р ('~')- аналитичесюm фушщня -r; А-- коэффнщrсш. Фоrнrу :ra (fl) rrшci:JЫIHICT 
непрерывность ln л<3J (Т) вместе с двумя npoи<JBOI\IIЫ~ш; IШHCЧI!Ыii Cl\a'!ot\ пмсст :1111111• 
третьн проиэводпая. 

АнаЛОГI!ЧНЫМИ DЫЧИСJiеННЯМИ ПOJ<Il3ЫI!8CTCH, '!ТО nыpnЖCIIIШ !(1!11 Jн l.(ll) (7) В!Ща: 

Jп JJпJ (Т) = ~ ~ ... ~ In F (Oit; CJ>1) d(J)1 d(J)2 .•• d(J) 11 (!г= 1, 2, .•. , 11), (10) 

где н~. функц;,но F нан:ладь;,ваются прежние условия, дают .лоi'nрпфынчссi\)'Ш расхо­
днмос.Jь в n-н проиэводrюи в случае чещого n н конечный скачок в CJiyчae почет­
ного 1/. 

До с.пх пор мы nредполагали, что в точке, где Р (01t; CJ>1) =-= О, не вес вторые 
производные функции Р обращаются в нуль. Предположим тснерь, ч1·о обращаю-ген 

1 В слу.чае одномерпой решетки соответствующая футщип с11 20 -- sl1 20 cos щ пе 
:имеет пулей. Позтому теория не даст фазового перехода в зтом случае. 

.~:... ' 
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в нуль вес производвые до 2sсго порядка. Тогда F вuш~Сш I!YJIH прсжтnпJJЯСТ coi!oii 
IIOJJO)J(IITCJIЫIYIO однородную форму 2s-ii степени. Покажеы, 'I'I:O п н этоы с. луч а е рас.-
ходимостi, может возпи1шуть пс раньше, чем в третьей щюп3вощюй 111 ).(зJ (Т). Вто­
ран производпап f1. ('~") при "=О равна 

(дF)2 д~F 

~2~~--=~~~di\1пF('t";x,)l dзx=ii\rh --.2}'~2~ lla;..;. (11) 
.-о о 1 " ~=о J ~ ~ .r ~=о 

Числитель н знаменатель явш1ютсн одноро;щымп многочJrенами стенспи .]s- 2 н 
-is, соответственно, перемеппых .X/t. Перейдем к сфсричсСIШМ I\оордина·нш р, .&, ер. 

Тоt·щ! F 2 (О; ыl<) = p1s F1 (0, -&, rp), где F1 - значение фупкцин Р 1111 сдишiчпой сфере 
н пространстве х1,. Учитьшан поJюшитеJtыюсть и непрсрышюсп. фушщип Р на сдн­

Jшчной сфере, можем у-I·вержда'Iъ, что 1 1 Ру- огранв<rепшш веJШЧiша. ЧнCJII!Ic:н, 

может быть представлен n виде р48-2Р2 (-&, q>). Поэтому· интеграл (11) не расходшоr, 
что п доказывает наше утверждение. Это доказатеJti,стно провоюпси аналогично н 
J\JШ пространства любш·о чисш1 измерений 11, где ыожпо гарантировать ненрсрыв­
носп, проиэводпых до n ~ 1 порядка Bl{JIIOчитeJiьнo. 

Все СI<азанное приводит к МЫСJШ, что наJrичие фазnво1·о пеrехода 11 рода у шro­
CI<oii решетки Онзагера связано с чисJrом измерений пространства. В чпст"ностн, 
можно ожпщ11Ъ, ч:,го модеJIЬ Онэагера не дает фазового перехода 11 рода в реалыюм 
-случае трехмернон решет к н п, СJiедовательпо, пе сможет обънснпть свойств ферро­
магнетика. Возможно, это ,обстонтеJrьство свнэано с тем, что в трехмерном оrучас 
существенен учет вааимrщеikтвин де только между соседшiм!! дпполнмп. 

В заi<JIЮченнс приношу благодарпостi, проф. 10. Б. Румеру за пешшс указания 
н оСkуждевнс рсауJп,татов работы. 
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О СПОНТАННОМ ДЕЛЕНИИ ТОРИЯ 
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В нослсдние годы в Jштературс [1- 5] пеодноКJН!Т!!о встрсчаJiнсь упомипапня о 
-спонтанном делении тория, причсы период полураспада для спопташюго процесса но 

дашJЫМ Сегре [5 ] оценивается в 1,~·1018 лет. В связи с этим представляется свое­
временным указать, что приведепные в этих работпх ющче1шн длн вероятности 
<Спонтанного деления тория аiшчитеJrыю завышены. 

В работах [ 1·3] дJIН обааруженин спонтанного делсипя тори н был использован 
метод регистрации нейтронов, возпш<ающих при спонтанном делении примерно 
в том же !(ОЛичестве, что н при вынужденном, т. с. в числе 2-3 на один акт деJJе­
пшr. Этот метод, вполне пригодный дш1 наблюдения пейтронов при споптаппом 
деJюпии урана, может привести к ошибочным резую,татам в CJiyчae тория, где эффект 
спонтанного дeJICHШI очеш, мал. Основными источшшами ошибок при регистрации 
спонтанного деленин по пейтронам могут нвиться: а) загрязнение тория малыми 
J{ОJ!I!чествами урана и б) загрнзпенпе тория малыми I\ОЮiчествами Jiепшх элементов. 
Первое обстонтет,ство требует обязательной постаповю1 специаJrыrых опытов по 
определению солсршания урана в псследуемоы образце тория и легr<о коптроJ!Jrруемо. 
Загрнзнеппе иссJJедуемого материаJiа ~rалыми количествами легких элементов (Вс, 
В, Si и др.) nриводит 1< возпюшовепию не которого числа нейтронов ВСJiедс.твне 
рсшщюх (("1.;, n) на легких ядрах. Эти процессы почти ие поддаются контролю н 
особенпо существенны в CJiyчac тория, когда энергия излучаемых о:-частиц может 
превышать 8 М е V. 

В работе Сегре ["] наблюдение спонтанного деJiеннн осущестВJIНJiось путем непо-
средсrвенпой регистрации импульсов ионизации, вызываемых ОСI{ОЛJ<ами деJiеJшя. 
Прп иомощи этой методию1 автор провел длителы1ые опыты, в рсэуJiьтате которых 
эа G300 час. измерений с I<амерой, содершавшей около 0,2 г активно-работающего 
торшr, было зарегестрировано 178 актов деления, отнесешiых автором за счет спои­
ташюга делспин торин. На основании этих данных период полураспада тория делс­
:пием определен, как уже упомипаJiось выше, в 1,4·1018 лет. 
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Еще в 1940-41 г. в работах [0•7] было поr<азано, что попытrш обнаружить спонтан­
ное деление тория при помощи большой ионизационной камеры дают отрицательный 
результат. Эти работы позnоJiили устаноnить нижнюю границу для времени жизшr 

тория в 1019 лет. 
В 1947 г. в серии работ по изучению деJiеiшя тяжелых ядер (уран, торий, вис­

мут) космическими лучами мы встретились с необходимостыо уточнить период. 
полураспада тория. Для дабшодения спонтанного деJiения тория был применен иони­
зационный метод регистрации осколков, возникающих при деJiении исследуемого·· 

вещества, находящегося на пластинах камеры. С целью повышения чувствительности 
метода бьш использован многослойный вариант ионизационной камеры [6

], позnо­
;rяющий повысить количество активно-работающего тория до 10-12 г. В качестве 
рабочего вещества на пластины была нанесена окись тория. Определение количества. 
активно-работающего тория производилось путем сравнения числа делений, вызы­
ваемых Ро + Ве источникоы быстрых .f!ейтронов в камере с торием, с числом деле­
ний, вызываемых тем же источником в тех же геометрических условиях в камере: 

с ураном. При этом абсолютное количество активно-работающего урана опредеJШ­
Jюсь по числу актов спонтанного деления, а отношение эффективных поперечных. 
сечений длп щ)Jiения урана 11 торнн под действием быстрых пейтронов было принято. 
раnным четырем. 

Таблица ·1 

Число делений n час 
о 

о :а 
Камера "' "' s 1< 

1 о to2m~ .. 1-
о " u ~~~~~ f-l~щ -., 
~~t "''" 2~~~е 
c.>!iio.. ~s ~~О.. а!~ 

С торием 98±6 - 11±1,5 

С ураном 280±10 100±5 5±0,:1 

·-·-- " 

Таблица 2 

LfiiCJ!O дeJIC!IHЙ В час (I!СТОЧШШ 
ЩаУ+Ве)] 

Камера* 
"';:; ~6d1 х1'] що 
";" OJ:IO" t::Д;" 
~.§. ~~::! ;:j\3& 
о."' ~~~ о&" 1-

""' "о.,. .в-1::"' 
о~ O~ts= (1)~~ 

С торием 2,0±0,2 0,6+0,1 1/1 

С ураном 21000 850 231;,(1 

* Количество шпивно-работающего 
вещеетва в камерах было одинаково. 

Процент загряэпешш ·тория ураном таюке определялсн путем сравнения чнcJIII 
делений в I<амере с торнем с чис;юм делений в 1rамере с уршюы, по уже под дей­
ствием медJiенпых нейтронов (источник Ra у+ Ве). 

Из приведеиных таGJIИЦ следует, что количество аi<Тивно-работающего тор1ш 
составляло окоJю 10 г, а содержание урана в тории пе правышало 0,006%. 

Малая величина ожидаемого аффекта требовшrа особой осторожности при про­
ведении измерений и по;шого отсутствия I(акого-либо видп помех. В соответствии 
с этим регистрация иыnульсов па выходе vсилителя производилась нри помопщ 

специальной схемы, nозволяющей записыватЬ величину импульса. Этот ыетод реги­
страции спонтанного деления представляJI зrычитеJIЬпые преимущества, так I<arc 
позволял вести непрерывный контроль над установкой, что было очень удобно ввнду 
длительности времени наблюдения. 

В результате опытов, проведеиных с большой ториевой камерой (rсоличество 
шстишю-работающего тория 11 + 1,5 г), ОI<азалось, что чисJIО оскоJшов дслсннн, 
регистрируемое в единицу времепи, существенно зависит от впеппшх vсшшиl1: опыта. 
Результаты аксnериментов приведсны в табJI, 3. · 

Зависимость эффекта от внешних условий опыта (чердак, подвал), а таюис н 
абсолютное значение эффекта (0,012-0,013 деления 1 г· час на уровне морн) хоропн.~ 
согласуются с результатами наших опытов по деJiению тншелых ндср J(осмнчссiшма 

лучами каr< на уровне моря, тш< и на больших высотах. Кrш видно иэ табJI. ::1, пр1t 
персмещении установки с чердюса в подвал эффект деления в камере убывает при­
близительно в 6-7 раз. Следовательно, число актов деления тория, которое можно 
было бы отнеети за счет спонтанного механизма, не преnышает 0,002 дсJJсппяjr··час. 
При этом следует отметить, что, по меньшей мере, nоловина эффекта, зарегистри­
рованного в nодвале, должна быть приписана спонтанному делспшо ядер урана. 
содержащегося n исследуемом тории в количестве 0,006% (см. выше). 

Таюfм образом, эксперименты, проведеиные нами с большой !ЮНИзациошrоif 
камерой, неnосредственно регистрирующей осколки деления, позволяют утверждать, 
что вероятность спопташюго де;rения тория очень мала, и время жизни больше~ 
чем 1020 пет. 

... ':,., 

~' , ' 
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Таблица 3 

Условия 
Время 

Число на блюде- Число делсшп'i nериод 
опыта ни я, 

делений 
часы г • час noJJypacnaдa 

Черда" лабо- 381 
1 

56 0,013 1, 5 .fQ1° лет 
ратарии 

Подвал (10 м 392 8 0,002 1020 лет 
грунта над 

установrюй) 

Непосредствепное сравнение наших данных по делению тория на уровне морн 
<:.: результатами измерений Сегре, выполненными, повпдимому, в тех же условиях, 
поюJзывает, что и в этом случае имеет место расхождение примерно в 10 раз. Если 
1tсключить возможность тривиальных ошибок в работе Сегре, свш3анных с загрязне­
нием каыеры очень малыми I<оличествами исr<усственных трансурановых элементов 
'(например, Pu210

), и не прибегать к маловероятной гиnотезе nрисутствия в его 
·Образцах тория исчезающе-малых количеств естественных трансурановых элементов, 
то в свете полученных нами даппых представляется весьма затрудюrтельны11! объ­
яснить эффеt<т деления тория, наблюденный в работе Сегре и на целый порядОI< 
'IIревыщающнй эффеп деления тория I<осмичесюrми лучами на уровне моря. 
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ПРОСТРАНСТВЕИНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 51ДЕРНО-АI<ТИВНЫХ ЧАСТИЦ 
В ШИРОКИХ АТМОСФЕРНЫХ ЛИВНSIХ КОСМИЧЕСКИХ ЛУЧЕЙ 

10. Н. Вавилов, С. И. Ншсольстшй и В. П. Сарапцев 

Осеныо 1952 г. нами были проведсны измерения прострапстнепноrо расnреде­
.лсния noтor<a ядерпо-активных частиц в широi<и.х атмосферных ливнях на высоте 
:3800 м. В работе была использована установка с боJtьщим чисJiом годоскопических 
.счетчиков (1]. Это noaooJIИJlO оnредеJIЯТь место прохождения оси и полное число 
наряженных частиц в каждом интересующем нас случае регистрации широкого 

атмосферного ливня. Пота!! ядерно-аюивных частиц определялся по числу ЭJ!СI>­
'l'JЮНПО-ядерных лиJJней, вызываемых в свинце пропикаюпщми лиJJпевыми части­
цаыи при прохождении широrшго атмосферного ливня. УстроИстJJо дJIЯ наблюдения 
элеюровно-ядерных ливвей (рис. 1) состояло из трех групn годоскопических счет­
чиков, разделенных между собой 6 см свинца. НаJJИЧие верхнего слоя свинца толщи­
пою в 20 см позволяло надежно отде:шть прошшающие частицы, идущие в состаnе 
широкого атмосферного JIИВНЯ, от электронно-фотонной компоненты ливня. Толщина 
·Слоя CJJИНIHI сrшзу н сбоr\у равнялась 6 и 14 см соответстJJеппо. 

Образование электронпо-ядерного ливня в свинце хараi\ТСриэовалось возiшrшовением 
разряда в двух и более счетчиках, расположенных в одном ряду. ~,оправка на тшн!~· 
пызываемьrе v--мезонами, быда произведена на основании измерении числа 3-ливнеи, 
~)бразуемых жест1ШЙ компонентой косю1чесюrх лучей в той же установке. Отноше­
тше наблюдаемого числа случаев образования электронно-ядерного ливня частицами 
широких атмосферных ливней определенной энергии I~a эа~анном расстоянии от оси 
.ливня к noJ!IJOMY числу широких атмосферных ливнеи той же энергии и с тем же 
мсс.том nрохождения оси может быть выражено через плотность потока ядерно­
.аrпнвных частиц следующим соотношением: 

Nя = 1 - ехр {-rpcr (1- е-·Ф")} · 
N 
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Здесь р -- шюпюсJъ нотш;п ядерво-;нпиввых частиц, cr -- плшцадь счетчиков, репr­
стрнрующнх ':JJICKTpOII!!O-ЯДCpilЫC Ш!Вllll, Х -1\ОJ!ИЧССТВО BCЩeCTBil, В КОТОроМ о6ра-

Рве. 1 

зу юте н ЭЖ'I\'J JЮ!IIЮ-ядервыс cii!ВIII!, i. --- пробег дли вэаимодействшr ядерво-активных 
ч~1 ст 1щ (j. '"- 100 г'оr2 P!J). J!релнола!'астсн, что вероятriОl'.'!Ъ регнстrнщнн вошншающего· 

в свннце ЭJ!СIПJЮIШо-ядерного ливня равна 

сдшшце, что может прпвести к ааниже­

IШЮ шютности нотока ндерно-активпых ча­

спщ 1• Полученные таким путем эш1ченшr 
шrошости нотоr\а ядершнштивных частнц 

на различных расстояниях от оси llШJIO-

/ 

о 
2 /!] 

Рпс. 2 

1/!Jм 

]; 
1 

2 
Lg r 

кoro атмосферного JIIШШI ЩJедстаJJJJепы на 
рис. 2. По осп абсцисс отложен логарифм 
расстояния до оси JIIIBШI в метрах, IIO осп 
ордппат- Jiогарифм плотности IIOTOI\a 
(чпСJrо частиц ш1 м2). Результаты усред11епы 
по mшпнм с первичной энергией i::i·101з_ 

[.'1()15 eV (Ео '"" 1,i::i·1011 eV). На том же 
рисунке дJIH сравнения прпведено про­

с.трюiствешюе распредеJJСШ!е всех зарнжен­

ных частиц в широком атмосферпшr JII!BIIc 

той же первпч11ой э11ерrшr (сплошпая I\рп­
ван). Плотность потш'а час_тиц выражается 
чнс;юм частиц на Iшадратный дециметр. 

Большее сос.рсдоточешю ндершннппв­
пых частнц вблнзп осп JIIШШI по сравнеrшю 
с распреде;rешrсм всех заряженных час:пщ 

COГJiaCyeTCH С ПрСДПОJIОЖС!ШеМ О jJ11 BIIO­

BCCШI ЭJJС!ПрОШЮ-фОТОШ/ОЙ KOMI!OJieJIT!>I С 
ндерно-активнымп mшпевыми частнцамп. 

С11сдует эnметнть, что, I<ак показывает рас­
смотрешrе случаев вошшiшовщшн ЭJJек­

'rропно-ядсрных J!JIIШCЙ С UОJIЬШПМ ЧIICJIOM 
час1'Jщ, поток энергии, несомый ндерпо­
аrстивнымн частпцамн, СI\ОJщентрнрован 

вбJiизи оси лнвш1 еще ucJJJec резrщ. ПоJIУ­
ЧСШIЬiе J(аШIЫе о простр:шстпешюм раСI!ределенин ядерпо-аюштых частиц ноаnшшют 

оцсшпь долю ядерно-шпивных час.тнц во всем юшне. Она состнВJ!ЯСТ O,i!-0,5% от· 
нотюго числа заряженных частпц в JJiшнc. 

В аакшочение авторы выражают глуuшсую uJ1ш·одарнос1ъ Н. А. Дoupoтmry 
11 1'. Т. Зацепину за цсш1ые совсты прп IIOCTaJIOD!Cc опытов н оt!суждсшш ренуш,-
татов. 

ФизичесiшН ипститvт им. П. Н. Лебедева 
А1<адеыш\ наук СССР 
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13ЫIШIЮПЩН ПJЮЩЛдi> СЧеТЧИ[(ОВ. 
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В._настонщеЙ СТатье Пj111ВОДНТСЯ реэу:JЬ'J'11ТЫ IICC JICДOBШIIIH 113MCJieiJIIH ДIIЭJJCJ( IJ111· 
ческои ПJЮiшцаемостн н потерь 1111 неnозбуждснных фосфорах, чvвствптеiiЫiых 
к инфракрасному свету, прп освещешш их IJ области дJIИII BOJIII л= 0,8 11 л""' 1,3 !1-· 
Спет указанных дJIИН IJOJil!, J(aK известно [1], нападает в uбт1сть маi\СШiумов чупст­
витеJIЫIОС1'11 этих фосфоров к ИIIфраi(расному пздvчепию. 

ИссдедопаJшсь фосфоры па основе ZпS. Обр[JЗцы дllя иссJiедованпя готоiJиJшсь 
Н ВИДе ТОПЮIХ IIJIUCTИIIOK ИЗ IIOJIИCTllpOJia, В КОТорыЙ ВВОДИJIСЯ (в ОТ/IОШеПИИ 1:1 ПО 
объему) иссJJедуемый фосфор. ЭJJектроды- аJIЮМШШевый диск и тош\ая меташш­
ческая сетка, ноч1ытые пшшстнршюnым JJai\OM ДJIЯ предохрапения от непосредст­

венного конт1шта между зернами JIIOMiшoфopa и ЭJJектродамп- шщресс.оnьшашiсь 
на Шiастюшу. Измершюсь нзмепе1ше днэ;Iектрической прошщаемостн и потерь при 
освещении такого ко1щсасатора Jшфра!\распьш изJiучеiшем через сетчатый ЭJiсктрод. 
Измерения ПPSJBO)[IIJIIICЬ на приборе со схемой, аналогичной схеыс Q-мстра; на 
частоте око;ю :)О ю·ц при напряженности пош1 в диэJJектрнке порядка 30-50\Т/см. 
Необходимые облас.ти ДJJIПI волн инфра1сраспого света выдеJJялись при помощи 
монохроматора с пшршшмп щеJJями (пшрнпа обJJасти нропускаппя нримсрпо 
100 Inf.L). 

Было обнаружено, что инфракрасное валучение действует на фосфоры так же, 
как п воабуждающсе, вызыван уве;шчешю дИ9Jiсiпрической прошщае:мости п потерь 
n пеnое~буждеппых фосфорах (как изnестпо [2], прн действии инфракрасного изJJучшшя 
па возбуждшшый фосфор JЩЭдектричесitая проющасмость и потери уменьшаются, 
стремись J( <iТемновым>> значениям). I-IабJJюдепные нами изыевеиия примерно n 20-50· 
раз сJшбее, чем при деИствин возбуждающего света. У становление стационарного со­
стояния д!IЭJiеiпричес.Iюй проницаемости п потерь под непрерыnпыы действием инфра-
1\расного II:JJiyЧeШIH IljiOIICXOДIIT ОТПОСИТеJJЬНО мeдJICHIIO. Tar<, например, у фосфора 
ZпS-Сн, PlJ в ШIIIIBX уоювннх ст~Щitонарное состоюше ус.танавшшается TOJIЫ\O за 
:10-12 Ь!IIIJ. 

У всех нссJюдовшшых фосфоров измененпо дПЭJiеi;трической проницаемости 
и потерь прп обJiучешш инфракрасным иэJiучепием происходит TOJIЬKO в CJiyчae, ecJJИ 
свет данной дJIJIHЬI водны вызывает вспышку на возбужденном фосфоре. 
В cJJyчae же, cCJIИ инфракрасное изJJучение вызывает тушение, изменения диэJJеюри­
ческой прошщаемостн и потерь ИJJH вообще отсутствуют, JJJJJI очеш, мады. Основ­
ные рсзую,таты этих иссJJедовшшй сnедепы н табшщу. 

Ою·п•rесrсое дelic·rnпe ппфрn-
Изменение диэлеr1тр. прошщаемос·rп 
п потерь под действие'! нпфра-

I\расного пэJiучепня красно!'о нзлучешrя 

Фосфор 

1 1 
(), S JL J,:!p. 0,8 Jk 1,3 J.l. 

----· ... 

ZпS-Сн, Со Тушевне Тvшсннс Нет Нет 
ZnS-Cн, Sш Всвыпша Вспышка l"':сть I':сть 
ZпS-Сн, Т н 

" " " " ZпS-Cti, N! " 
Тушевне 

" 
Г! с т 

Z пS · CdS-Cн, N! 
" Вспы;;ша " " 

ZпS-Сн, РЬ 
" " 

Г:с.ть 
ZпS·CdS-Mп, Ni 

" 
Г! е дейст-

" 
I-Ieт 

ну е т 

---------·--.···----"'" ·- -··· 

ДJJп фосфоров ZпS·CdS- Сн, Ni н ZпS- Сн, Тн, по~\азывшощих наибольшее пзме­
нспие днэJiектрической прошщаемости и потерь, быJJи измерены зависпмость nеличин 
дшJJiеr<трической проницаемости и потерь и яр,<ости вспышiш от дJшны волны инфра­
красного нзJJучения. I-Ia рисунке приведсны результаты эти::: измерениИ. Из рисунка 
видно, что между положением максныумов диэлсктрическои прошщаемости и потерь 

и подоженпем максимумов яркости вспышiш имеется довольно хорошее соответст­

nие. Заштрихованпая обJJасть на этом рисущсе схематически указывает область чув­
ствитеJIЫIОсти фосфоров к инфракрасному излучению (снижение светоnой суммы 
иезависимо o·r харш,тера деИствин инфракрасного излучения- тушащего или вспы­
шечного). 

ВJJияние ипфраiсрасноrо изJJучеiшя на невозбуждепный фосфор отмечалось ранее 
в работах [З], в которых указывалосr,, что предваритеJiыюе (п~ред возбуждением) 
обJiучение фосфора инфракрасным ШJJij"ICIIИeM меняет ход кривой нарастания ярi<асти 
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свсчешш. Эiссперимепты, провсденные нами, повидимому, указывают па свнзь между 
nспышечной способностыо фосфора и наJJпчием в нем ка1шх-то центров, обладающих 
сильной поляризуемостью или даже способных ио1шэоваться под действием инфра-
1Срасноrо света, поскольку механизм вспынши этих фосфоров, как рекомбишщионный, 

O,G 0.7 

а- ZnS-Cн, Т и-фосфор, б- ZпS · CdS-Cu, N !­
фосфор. Сплошные крнnые- диэJIСIСТриче­

сiсая проницаемость, пунктир- яркость вспыш1ш 

а 

б 

связа.н с разделением зарядов. Следует отметнп., что полученные результаты уi<азы­
nают на различие Кiшетиiш вспыш1ш и к1шетшш тушения в исследованных 

фосфорах. 
В закточсние пользуюсь слу•1аем выразить благодарность В. В. Аптоноnу-Рома­

новсiсому эа постоянное внимание 1с работе и ценные советы. Выражаю таюке 
благодарность 3. А. Трапезюшовой и В. В. Щаенко за предоставление n Jшшс распо­
ряжение разработанных нми фосфоров с редi<оземельными а1спшаторашr. 

Физический институт нм. П. Ii. Лсбедеnа 
Академии наук СССР 
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1.{ СВЕДЕНИЮ АВТОРОВ 

Редакция )l\ЭТФ просит авторов при направлении статей в печать руководство­
ваться изложенными ниже nравилами. СТАТЬИ, ПРИСЛАННЫЕ БЕЗ СОБЛЮДЕ­
l!ИЯ ПЕРЕЧИСЛЕННЫХ ПРАВИЛ, К РАССМОТРЕНИЮ РЕДАКЦИЕй ПРИrШ­
МАТЬСЯ НЕ БУДУТ. 

1. Статьщ явлщощиеся ,результатами работ, nроведенных в институтах, должны 
обязательно иметь направление от соответствующего инстиrrута. 

~- Редакция в особенности обращает внимание авторов на то, что статьи должны 
быть ооложены с nредмьной краткостью, совместимо:! с ясностью НЭJIОжения и окон­
чательно обработаны. Следует избегать nовторения данаых таблиц или гр~фнков в 
тексте статLИ> 3 таюке nредставления численных результатов в виде таблиц и графиков 
одновременно. 

Статьи объемом свыше 1 nеч. листа (т. е. 21-22 стр. текста на пишущей машин­
ке) вообще не допускаются. Как текст, так и графическай материал ДОJIЖНЫ nредстав­
ляться обязательно в двух экземплярах. 

3. Статья ДОJiжна иметь краткую аннотацию, указывающую це.нь н результаты 
работы. Аннотация и раздел 4:Выводы:.> (если таковой имеется в статье) не должны, 
однако, дублировать друг друга. 

4. Статьи должны быть напечатаны на пишущей машинке с одной стороны листа; 
рукописные вставки не допускаются. Формулы должны быть вписаны четко чернила­
ми. Все страН!IЩЫ рукописи должн•ы быть пронумерованы. Табдицы доджны быть на­
печатаны на отдельных· от текста страницах. 

СТАТЬИ ДОЛЖНЫ БЫТЬ ОБЯЗАТЕЛЬНО ПОДПИСАНЫ АВТОРОМ, А ПРИ 
НАЛИЧИИ НЕСКОЛЬКИХ АВТОРОВ- ВСЕМИ СОАВТОРАМИ. 

5. Во избежание недоразумений и ошибок следует делать ясное различие между 
заглавными и с'lрочными буквами в формулах. В тех случаях, когда заглавные н 
строчные буквы одинаковы по начертанию и отличаются тодько своим размером ( V и 
v, U и и, W и w, О и о, К. и k, S и s, 1 а i, С и с, Р и р),- необходимо заглавные 
Gуквы nодчеркивать сн.изу двумя черточками {Нiапример, S), а строчные nомечать дву­

мя черточками сверху (например, s). Необходимо делать различие между буi<вой 
U (Оодьшоit), о_(малой) и u (нулем), для чего буквы О и о nодчеркивать двумя чер-
точками: _О 11 О, а нуль оставлять без nодчеркивания. Необходимо также различать 
Сiукuы 1 И/, для чего в рукоnиси букву 1 nисать как римскую единицу с точкоil 
вверху. Гречес1ше буквы должны nодчеркиваться 1срасным карандашом. Векторы под­
черкиuать сини.м или черным карандашом. 

6. Подстрочные nрим:ечания должны иметь сплошную нумерацию по всей статье. 
ЦIIII'ируемая литература должна даваться не в виде подстрочНiЬlХ примечаний, а общим 
списком в конце статьи, с указанием в тексте статьи ссылки порядковой цифрой над 
ст.рокой, в nрямых скобках (наnрИJмер, [!]). Цитируемая литература должна быть 
оформлена в следующем nорядке: а) мя журнальных статей указываются инициалы 
и фамилии авто ,ров, название журнала, номер тома (подчеркнуть снизу), страшща и 
год: б} для книг надо указывать инициалы и фамилии авторов, nолное название книги, 
год и место издания (мя книг иностранного nроисхожде1iия- указывать данные рус­
ского перевода, если таковой имеется). 

7. Все рисунки и чертежи должны быть nредставлены отдельно от .рукоnиси и ни 
в коем случае не должны nриклеиваться к оригиналу. Рисунки желательно свабжать 
разъясняющими подnисями, которые должны быть собраны на отдельном: nисте. На 
обороте рисунков должна быть указана фамилия автора, название статьи и номер 
ри.сунка. Надписи на рисунках следует по возможi/IОсти заменять цифрами или бук­
венными обоsначе!fИями в nодnиси к рисунку или в тексте. 

РедакциЯ nросит авторов ограничиваться минимальным числом рисунков 
к статьям. 

8. Редакция nросит авторов отмечать на nолях pyкonиclt места, которые моrут 

быть вабраны nетитом. 
9. Редакция nосылает нвтору одну корректуру. Изменения и дополнеНJI\IЯ в тексте 

не допускаются. Корректура с подписью автора должна быть выслана обратно в ре­
дакцию в течение суток с момента ее nолучения. 

10. К рукописи должен быть приложе11 точный адрес, фамилия, имя и отчество 
автора, а также номер телефона, служебного или домашнего (для З!Второв, nрожи­
вающих в Москве). 

11. РУКОПИСИ, НЕ ПРИНЯТЫЕ РЕДАКЦИЕй, АВТОРУ НЕ ВОЗВРА­
ЩАЮТСЯ. 

' 
Адрес редакции: Москва, ПодсосенскиА пер., д. 21, Изд-во АН СССР. 
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